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Explicação preliminar. 


Este volume, o 5º do Curso completo de matemática elementar 
que estamos a publicar corajosamente, original é em feitura 
e método: obedece, com indispensaveis modificações, ao 
plano geral, superiormente traçado por Augusto Comte,” 
para o estudo cem vezes atraente da geometria preliminari. 
Esta sciência não é, como se pensa e se pratica, conjunto 
enfadonho de teoremas sobre teoremas, quasi sem ligação | 
e nexo, que dificultam sem esclarecer as questões mais] 
elementares do vasto dominio geométrico, senão sompo 
racional de teorias que se ligam umas ás outras com facilidade 
e segurança, como élos robustos de cadeia possante. A 
ceometria é a medida indirecta da extensão ; é a avaliação 
AN das linhas, superfícies e volumes ; é a rectificação, à 
quadratura e a cubatura. Isso emseu dominio final. Mas para | 
tanto atingir lógicamente, tem a sciência geométrica proua 
e absoluta necessidade, não de grupar irreflectidamente. 
princípios sobre princípios, vezes varias Os demoopnando | 
por dois ou mais distintos processos, como fazer aa os, 
livros actuaes, senão muito ao contrário de estabelecer 
racionalmente os verdadeiros fundamentos da avaliação da 
extensão, a parte realmente propedêutica, assim facilitando 
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nal—a rectificação das curvas, o cálculo das áreas 
dos sólidos. Pois essa parte fundamental apenas 
tes teorias compreende, todas de fácil aprendizagem: 

Idade, a da semelhança e a elementar do circulo, esta 
colocada entre aquelas duas, 
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-AM 
lamentáveis, o estudo geométrico limitado apenas ao plano, y 
como se faz oficialmente no Brasil, para certas especialidades 
ou carreiras. O plano só existe por abstração, na imaginação X l 
i óeica surgiu êle. E estudar | 
do homem. Por necessidade lóg g a 
apenas “coisas imaginárias, como fazemos, é mais que | 
ingenuidade, porque é loucura bem palpavel. A verdadeira ) pe 
geometria é a dos volumes. O estudo geométrico, PD 
é realmente iniciado, na teoria da igualdade como á da A 
semelhança, com o caso reverso, isto é, com os Pooh y 
átri i irâmi jos elementos 
geométricos, quaes os prismas e pirâmides, cuj E E 
se achem em planos diferentes. Eis o pensar superior de A. R 
5 ial, p to que, convenientemente 
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Vos N S 
e do IV, que versam sobre a álgebra. E’ fácil entender 
panana o feito: ha em português muito compêndio 
i A bem acabado, qual o do grande mestre Sebastião 
A ves, O que infelizmente não sucede ás geometrias em 
* vernáculo, Publicado o Vol. VI, sobre o domínio final da 
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GEOMETRIA 


CONTEUDO 


Idéa inicial: toda a geometria é no espaço; o proprio plano está no espaço. 


perpendiculares 
/ Noções fundamentaes f obliquas 
l paraléias 


lei fundamental: angular de Tales 


1º caso—um lado... 
casos de igualdade 3». , - dois lados... 

3º » —tres lados... 
Polígonos: decomposição em triângulos 


teoria elementar do plano 

plinos perpendiculares e obliquos 
Noções fundamentaea / plauos puralélos 

ângulos puliedros 

sólidos: prismas e pirâmides 


caso p lano ES) 


Teoria da igualdade 


e ĖS 
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lei fundamental: das faces 
ires r1---uma face... 
igualdade casos de js) te-dua faces... 
[| angular d'--tres faces... 


Caso reverso( a y; 
puliedros: decomposição em triedros 


qa easo--uma face... 
tetraedros “2. » duas faces... 


3º » -tres fates... 


pirâmides quaesquer: dec, em te- 
traeuros. 


igualdade, círculo e semelhança 


| pirâmides 


Igualdade 


dos E] (triangulares: dec. em tetraedros 


prismas 
UqnucagueE: dee. em prismas triang. 
Noções fundamentaes 


(ângulos planos 


Teoria elementar do circulo: J 
Medida angular 2 
Es sólidos 


Noções fundamentaes 
(Kei fundamental: linear de Tales 


/ Caso plano .7 Caso triangular 1:--3 ângulos 
(Casos de semelhança? *--dois lados... 
d-tres >» 


Parte propedêutica : 


Caso poligonal : dec. em triângulos 


1º caso--uma face... 
totraedros: 2º » -duas faces... 
3d » tres faces, 


| Noções fundamentaes 


Teoria da semelhança 


+Caso reverso! o. 
À Pirâmides < e 
(pirâniidos quaesquer: dec, em tetráedros 


Prismas: dec. em prismas triang. e estes em tetraedroa 
(Geom; das linhas: rectificação 
Parto finalistica: avaliação da extensão ? Geom. das superficies: quadratura 
(Vol. a seguir) Geom, dos volumes; cubatura 
Parte complementar: curyas usuaes 


“a 


Parte propedêutica 


Idéas iniciaes: 


N 
1—A geomefria trata da medida indirectada extensão. Exlen- 


são, ou corpo, ou sólido, ou volume são noções geométricamente 
equivalentes. 


A extensão apresenta-se sempre- com as tres dimensões: 
comprimento, lergura e altura (1). Altura ou profundidade são 
noções equivalentes no ponto de vista geométrico, 

O espírito humano; não podendo iniciar com vantagem 
o estudo da extensão qualéla se apresenta, isto é, com 


todas as suas dimensões, abstrae uma délas—a altura, € 


tem as superfícies; despreza ainda uma outra dimensão—a 
largura, e tem as linhas; por fim, dispensando o comprimento, 
tem o ponto geométrico, cujas dimensões são scientifi- 
camente inapreciaveis. De modo que linhas, como super- 


ficies, não têm existência real: umas e outras só existem 
na imaginação do homem, como grande necessidade para 
o fiel entendimento do verdadeiro problema geométrico, 
o da avaliação da extensão. 

Por abstração sucessiva viemos da extensão ao ponto 
geométrico, Podemos tambem ir dêste áquéla sem dificul- 
dade: linhaé a imagem gerada pelo movimento de um 


(aan 


(1)—Dimensão é o sentido segundo o qual as grandezas podem variar. As 
dimensões são geométricamente tres, acima referidas. 
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T a figura gerada pelo movimento de uma 
sólido é | i 

E 9 corpo gerado pelo movimento de uma 
Em qualquer dos casos, o corpo que gera 


O nc 4 (zo . a x 
a nome de gerafriz; ea direcção que toma a geratriz 


I vimento gerador, é denominada directriz: a 
A as e) di o qe É : 4 

ii S é a linha; a geratriz dos volumes, 
:0 P ano É gerado pela linha recta; o cubo, pelo 


Espaço é E base lógica da geometri i 
ele ga tita de seometio. O espaço é funda- 
BR ei extensão, afim de que, na avaliação 
E ; à Possa éla fazer as necessarias abstrações: todos 
Ee S geométricos—linhas, 
em colocados, 
ala 
i o geômetra 
tanto as figuras planas como 
as cônicas.» E, sendo assim, 


Era geo AA m todas as 
Elosfcorpos Hai a Sos 


avaliação da extensão 
a propedêutica ou funda 
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IEN CO plano de Aug. Comte é outro : para o filósofo genial, 


= © coordenação especial. 
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os ditos elementos se vêem em planos diferentes. Inda ha, H 
na parte propedêutica, a medida angular, antes a teoria ele- 
nemtar do círculo, por exigências didáticas colocada ao meio. nia 
da teoria da igualdade. k SN 
A parte finalistica da sciência compreende a geometria E 
das linhos, a das superficiese a dos volumes. E como o tipo 


jd 


mais fácil entre as linhas é a recta, a esta são todas as mais | 
reduzidas: rectificação (1) é o correspondente trabalho geo- vh 
métrico; entre as superfícies limitadas a mais simples é « 
quadrado, a êste todas as outras referidas: quadratura é o 
trabalho geométrico relativo á referência; finalmente, o cubo 


éo tipo mais simples entre os volumes de dimensões re 
duzidas, todos os mais a êle subordinados: cubatura é o i 
balho geométrico indispensavel. k À Es 
Vê-se, pois, que a parte propedêutica da sciência geo- j 
métrica trata de tres grandes questões fundamentaes—a 


E 
Etr, k 

Como é natural, devemos começar o estudo da geo- 
metria pela parte propedêutica, teoria da igualdade, em | 
cada um dos dois casos componentes estabelecendo antes | 
algumas noções indispensaveis, relativas aos diferentes tipos 
geométricos, antes ao perpendicularismo e ao paralel 


ismo | 
das rectas e dos planos. ES 


dida indirecta da extensão, á legitima sciência geometri 
— reclilicação, quadratura e cubalura (2). 


BED: 
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x y 


(1)—Rectificação não é galicismo: traduz em vernáculo o acto d tornar. a 
recta, de alinhar. Não é bem essa a exata significação do termo em geome- | 
tria; éla, porém, não se afasta muito da realidade scientifica. — = | 
compreende. 
úmbulo g T 
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Teoria da igualdade 
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. s < , 

dois ângulos iba. = 

do ul 3 e 
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de encontr gulos rectos, 
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a quarta “da © “S Cada um dêl 
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a 180º, ou a dois ângulos rectos. 


iguaes. 
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ângulos desiguaes, o menor chamado agudo e o maior, 
obtuso, A soma desses dois ângulos é sempre igual a dois 
rectos, ou 180º. 

Angulo agudo, pois, é o ângulo menor que o recto: . 
vale menos de noventa gráus; ângulo obtuso é o maior que . 
o recto: vale mais de noventa e menos de cento e 
oitenta gráus. ; 

Angulos adjacentes são os que têm um lado comum, 
ambos com o mesmo vértice. 

Angulos complementares são os que somados dão 90º, 
ou um ângulo recto. 

Angulos suplementares são aquêles cuja soma é igual. 


Complemento de um ângulo é o que lhe falta para Sp 
completar 909: 0 complemento do ângulo de 25º 25' vem 
a ser o ângulo de 64º 35". o = 

Suplemento de um ângulo é o que lhe falta para completar | 
180º: o suplemento do ângulo de 50º 50 50" vem a ser OR 
ângulo de 129º 9'1”. : Ai. 

Angulos iguáes fêm complementos iguaes e reciprocamente : ro 
ângulos de complementos iguaes, são iguaes. Sa E 

Angulos iguaes têm suplementos iguaes, e reciprocamente : 
angulos de suplementos iguaes, são iguaes. 


Angulos verticalmente opostos são aquêles cujos lados se” 
formam prolongando os lados do outro. Angulos verticalmente 
opostos são iguaes, por ter o mesmo suplemento, 

Bissectriz é a recta que divide o ângulo em duas partes 


Linha poligonal é a que se compõe de duas ou mais rectas. 
A linha poligonal é convexa, quando salientes todos os seus Si "i 
ângulos; côncava, quando com um ou mais ângulos reintrantes. | 


quas que se desviam 


maior é Í j 
2 que mais se desvia (1). 


Seja DE à tecta dada; A, o 


onto fóra déla ; AB, a Perpendi- A 
lar a DE; e AC, AD e AE, dife 


desigualmente do traço da 


O que A4B— i E 
DO que ABDA'B, e UREMOS) os SO ci 
CDA. A recta ABA” sendo Ea 
Menor que ACA’ ou que ADA’ (2 Da | Ki 
_ Proposição, acima), o mesmo 
acontecerá com a me pi E 


acha ag. 28 Sintese). NA deve ser feito 
AE qu , areni, que se não a Tigas Aos 
métrica. E Por exeni, Perfeitament a 
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Se BD for igual a BE, as obliquas AD e AE desviam-se 

: g ; 
igualmente do traço B da perpendicular; e dobrando a figura 
> ; : 
por AB, o ponto E cairá em D: logo, AE=AD, unicas linhas 
com tal regalia. Portanto, 

“Deum ponto para uma recta só se podem traçar duas obliquas 

iguaes. gA 

A linha poligonal ACA’ sendo menor que ADA’ (2, pag. 
14), o mesmo acontecerá ás respectivas metades: logo 


DADAC. : 
4A—Provar-se-ia fácilmente : qualquer ponfo da perpendi- 
* cular ao meio da recta é equidistante dos extremos desta. 


E reciprocamente : o ponto equidistante dos extremos de uma 
recta, pertence á perpendicular ao meio déla. 


Paralélas : 1 
Paralélas são linhas que, estando ao mesmo plano, 


nunca se encontram, por mais que sejam prolongadas. 

Duas paralélas interceptadas (1) por uma secante ou 
transversal formam oito angulos, quatro agudos e iguaes, e 
quatro obtusos, tambem todos 
iguaes. 

Sejam as paralélas AB e 
CD e a secante MP. Qs 4 ân- 
gulos agudos são : a b. c. d; os 
4 obtusos: e, f.g. h. 

Esses oito ângulos são as- 
sim chamados: ` 

Altar sore ads são dois ângulos internos, em partes 
opostas da secante, e não adjacentes : beceeg. 


(1)— Os compêndios não empregam em A termo yerna caig 
interceptar, mas o galicismo cortar : duas rectas à 
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ângu 


? infercepta 
Os observarem Plando. duas 


os : paralé 


las Por uma secante, 


|, Modo que RD cáia 


ajustar-se-á i 
Justar. Se-á Perfeitamente com 


e obli g 

Pata a Se desviarem 
: logo 

(0) ângulo c 57, 0 ângulo b se 


(6) , 
" — QUE só pode acon- 
E parte Opostos ; e 
são. j » Porgi j 


se j 
acc, o 
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Sabe-se que- b+e=180; mas e=o, como alternos- 


internos. Fazendo a substituição de e por o na 1? igual- 
dade, vem: 

b + o = 180, 
CHS g d. 


5º. Os ângulos externos da mesma parte são suplementares. 
Sabe-se que a+-h==/80; porém h=f, como alternos- 
externos. Fazendo a substituição de A por fna 1º igualdade, 


vem, cs. q. d.: 
a -+ f= 180 


5—Teorema : ângulos que têm lados paralēlos são iguaes 
ou suplementares : iguaes, se ambos agudos ou obtusos; suplementares, 
se um agudo e outro obtuso (1). 

Sejam os ângulos a, 
b ec, de lados paralélos. 
Prolonguemos estes, até 
formar o ângulo d. Ter- À 
se-á a=d, como alternos- 
internos; e d=c, pela mes- 
ma razão: logo, a—c, am- 
bos agudos. Na figura se vê claramente : 


cececcmcoo rosado 


b + c= 180 


Mas como c=a, como acabamos de mostrar, virá, 
substituindo c por a na igualdade anterior : 


b + a= 180 
esq d. 


(1) —Assim enunciado, é o teorema de mais facil percepção. Aberturas 
voltadas para as mesmos, opostos ou diversos lados, como fazem os livros 
Usuaes causam sempre confusão -aos que começam. 
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â a é e A ° a 
guos que têm os lados perpendiculares são 9— Tal o enunciado dos compêndios usuaes : ângulos de 
I d a - , - ” pec 
iguaes, se ambos agudos ou obfusos: s uple- lados paralélos ou perpendiculares são iguaes ou suplementares: iguaes, 
outro obluso. quando as aberturas voltadas para o mesmo ou para lados opostos ; 
suplementares, quando as aberturas voltadas para lados diversos. 
Podemos agora iniciar a teoria da igualdade. 


aeb ; 
» Com os lados respectivamente 


Igualdade dos triânguios : 


Triangulo é a figura formada por tres linhas que se inter- 


...— su. 


ceptam duas a duas. 

No triângulo ha 6 elementos: 3 lados e 3 ângulos 
internos. Os ângulos são denominados A, B e C; e os 
lados opostos respectivamente, a, bec. O lado a é 
oposto ao ângulo A; o lado b, oposto a B; e o lado c, 
oposto a C. A soma dos lados, chamada perímetro, é 


“e 


designada por 2p: 
al-btc=-2p ou 5 (a+b+c)=p 


Um lado é sempre menor que a soma dos outros dois: | 
o axioma nº 2 da pag. 14 justifica a proposição. 

Triângulos iguaes são os que têm lados e ângulos. 
respectivamente iguaes, 

A igualdade dos triângulos funda-se na seguinte lei, 
Ss de provar. chamada lei angular de Thales: 


anterior - . Logo, substi | Proposição fundamental: a soma dos ângulos in- 
À ternos do triângulo é igual a dois rectos. 

Seja o triângulo ABC, $ 
Prolonguemos AC e tire- y 
mos por C a paraléla CY j 
ao lado c. Os ângulos B e Sng 2 
m Serão, iguaes, como al- A ce IE 
ternos-internos ; e A=n, z 
como correspondentes : é a 


€R 
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B=m 


A=n 


ente, vem d 


o é 


Som 


ando alternadam 


AtB=m+n ou A+B=BCX > 


j  Mascomo BCX FC i 
T! 180, ter-se-á finalmente, c. s. q.d. (1) 


A +B+C—180 = 


TEORIA DA IGUALDADE 21 


Ha tres casos distintos de igualdade dos triângulos, 
conforme ao número de lados que se consideram : no 1º 
caso entra um lado; no 2º entram dois; no 3º, tres .Vejamo-los, 
com a devida atenção geométrica. 

1º caso: dois triângulos são iguoes, quando têm um lado 
igual, adjacente a ângulos respectivamente iguaes. 


+ | 
Sejam os triângulos Te T', nos quaes se tenham b=b', 
ASAC 
Coloque-se o plano de T sobre o de T', de modo que b se 
ajuste perfeitamente com seu igual bi Como A=A', o lado 
c tomarà a direcção de d; e como C=C', o lado a tomará a, A 


direcção de a. O ponto B, devendo se achar ao mesmo: 


tempo sobre B'A' e sobre B'C', cairá sobre B': então os dois | 


triângulos se ajustam perfeitamente; logo, são iguaes., 


«20 caso: dois triângulos são iguaes, quando têm dois lados a! 


iguaes e igual o ângulo por êles formado. 
Sejam os triângulos Te T', nos quaes se tenham a=a, 


b=} e C=C.. Coloque-se o plano de T sobre o de T', de fi 


modo que o ângulo C se ajuste perfeitamente com seu igual 
C'.. Como b=b', o ponto À cairá em À"; e como a=a', O 


ponto B cairá em B': os dois triângulos se ajustam perfeita- 


mente ; logo, são iguaes. 


3% caso: dois triângulos são iguaes, quando tem ostres lados 
\ | 


respectivamente iguaes. 
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PR Seja ? 

No Jam os mesmos triângulos Te 7' 
€o outro, o lado b ; 


- Sendo AB=AB! sobre o seu igual b, 


e CB= 


Perpendicular 


A ao mei 1 
naes se desviam ; 3 dj Rola pag. 15) : e como oblíquas: 
ngulo A se Sualmente do traço da EEE 
ra iguala Al, Ses perpendicular, 


Por terem um ângulo ; 


-ERNA 
! | iguaes, 
1 Igualdade do 


Tið E 
angulo rectângulo é 


Sual compreendido por lados 


S triàng 
angulos rectāàngulos : 

emp ! ; 

PARE representa GA 


caso geral. 
uerosig ani quando têm 
ade d As Catetos sendo 
9S ângulos rectos, 
k dós tris, 
} Tiângu] : f 
Ia f; S os A 
Y? dois triangul Tectângulos 
ALTA pai PSr ecfangulos são 
1 MEP TIA ANA A = 


Coloque-se um 
e trace-se a recta 


l é . 
ia CB os pontos 4 e C são equi. 
, Portanto a rect 


80, os dois triângulos T e T: saoi 
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iguaes, quando têm a hipotenusa igual e tambem um cateto igual, 
Por superposição demonstrar-se-ia facilmente a proposição. 


NOÇÕES COMPLEMENTARES : 


Teorema : quando dois triângulos têm dois lados respecti- 


mente iguaes e os ângulos por éles formados desiguaes, os terceiros 


lados são tambem desiguaes, 
lado. 


ao menor ângulo correspondendo menor 


Sejam os dois triângulos ABC 
e ABC! com os lados AB e BC res- 
pectivamente iguaes a AB e AC', P 
sendo o ângulo BAC menor que 
BAC': queremos provar Ser BC 


4 
menor que BE: o pi 
ê que a diferença entre esses dois 

Pela figura se vê q ç 


‘i A E sad D 
ângulos em A vem a ser CAC’ .Tirando a bissectriz 


desse ângulo e também a 
dois triângulas iguaes ACD 
Logo pC=DC'. E o triângulo BCD dá: 


Fa 8 


e AC'D.(2º caso de igualdade). 


BC<BD+-DC, 


Ou, substituindo DC por seu igual DC': 


BC<BD+DC' ou BC<BC, 


G siig. d 


A reciproca do teorema é verdadeira. 


Reciproca: quando dois triângu 
clivomente iguaes e os terceiros lados desiguaes, os ângulos opostos 


a estes lados. serão tambem desiguaes, ao menor lado se opondo 


los tem dois lados respe- 


menor angulo. 


recta CD, ficam formados os | 
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5 TEORIA DA IGUALDADE 
* Teore "ema : * num trian 


AD+BD>AB 


ngulo es os ângulos opostos aos! 


Ou, A AR BD por seu igual DC: 


AD+DC>AB ou AC>AB c: sugua; Fi 
. Tracemos AD, | 
“meio da base, Os dois 


f a recíproca deste teorema é verdadeira: Ya 
im ormados serão iguaes 


Reciproca: 


i 
i se maior ângulo - Bs” 
f em qualquer triangulo. a maior lado opõe- g 9 


è 


E: terem os tres lad Teorema: fodo o ponto da bissectriz de um ângulo é equi- 
ente iguaes, a < ; 
D A sendo o ân- 2 D | distente dos dois lados, i 
PO giao: ângulo CROS i Seja A um ponto da bissectriz do 
JS x ; e | 
Ly O. Isto é: Fig ângulo B. As distâncias dêsse ponto 
ngulos iguaes, E MS Rd RL Ai perpendiculares aos. 
ap aneta H mesmos, AC e AD. E os dois triân- 
e dois PAE E A ssim formados ANS 
AAT ângulos dè um triângulo forem iguaes | gulos rectângulos a EU Est 
air Istoé! o mesmo ou em trián= 0 ABC je ADB, serão iguaes, por te ERR 
VOS iguaes opõ; . caso, pa 
Edo 'guaes Opôem-se lados iguaes. i iguaes a hipotenusa e um ângulo agudo i TED g 
i À 20 teor E bh ` » p? 
RESA rema em análise surge a se- 1 92: logo, CA=AD, cs. q. d. me odo aona 
E tn aa o friângulo equilátero é | Meciproca: a reciproca é verdadeira: b t e 
op Emote cum i E equiângulo é equilátero. E equidistante dos dois lados de um ângulo, pertence á bisseciriz do 
Eae nt 5 } È ji { l ] 
B no. triangulo isósceles, a pA TAT É 
e » ne 7 e 
r ao bi, RR al fempo altura» RR po IRS LE INTERESSANTES: 
| a base; e toda a recta 1 metrica i 
quatro Proprie da Hb EE | < I — A bissectrizide um “angulo é a imagem geo N a 
- , E y Ls 
$ em qualquer triã fêngulo, E Ho g dos pontos equidistantes dos dois lados do mesmo: ; 
KEEN â 1 lados iguaes opõem-se ângul os 
MSs out; ngulo se opõe . ) ulos iguaes, a la gt ek 
šej Nú ‘iângulo ABC, ag ; p ya i k 1 — Em. triang Ig LAVA 
= { k Y o 
í PAS , ZEN IN iguaes. : * na PT 
7 maior a ; ; ângulos iguaes opõem-sẹ lados. da 
ie in IS iguaes: à ângu! S - STAA 
* Queremos a HI dal fringt Sy | i 
Onstruin TA iguaes. i l i ft SCI ai df 
er 


q (D—Os compêndios de eita dizem logar geometrico todos êles 
/ Mas para fugir ao galicismo escrevemos imagem C Va IE 


Lt irado i) e Fri Re, à MAR Y et, 


E ig 


É triângulo ABD agi Pap ANE j 
, O Ad Epi, ro POR AA TE aR W I k = E PLANA 0 VPRAESS É AT PR Vy w OA TE A GA E | k i 
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Nota—O 4º 


“usuaes : dois fria 
us R iangulo 
quando fêm dois lados iguaes 


-© igual o ângulo i 
jA gulo oposto ao maior déles, não tem fund 128 
“aco que o ampare : undamento scien 


sados. Palavras de A 


cas ? f 
f de igualdade triangular dos livros 
5 São iquaes, 


Ds ug. C 5 K, 
i SS figuras rectilincas não 7 d rap orna pagina 285 da Sinthese : 
aa a po erão co S e n 

“tintas enire os respectivos mportar senão fres relações dis- 


prece “oi j 
prece Foi justamente o 


i a Igualdade dos p práticamente. 


“int for . 

| interceptam duas a duas mada por linhas rectas que se 
RO ; 
z dêstes se 


k 
E ~ 


E 
RARA 


 Opol 
A poligono de 3 lados 


uadrilátero - chama- 
ERR o oldeb co nase triângulo; o de 4 lados, 
heptágono: o de 8 í pentágono » O de 6 he. a m 
do de 11 y , 9clógono:; o de 9. ) Xagono A o: de í, 


S undi .- `; eneä $ j 
“it 1 Sidecagono; q de 12, lis Sono; o de 10, decágono; 
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Raio de um poligono é a distância do centro a um 
vértice. O raio é representado pela letra r. 

Apotêma de um poligono é a distancia do centro a um 
dos lados. O apotêma é representado por a (1). 

Perimetro é a soma dos lados do poligono. O perimetro 
de um polígono é representado por P. 

Num polígono, um lado é sempre menor que a soma 
dos outros. Isso decorre naturalmente da proposição 2 da 
pag. 14. 

Angulo externo de um polígono é o ângulo formado por 
um lado com o prolongamento do outro. O numero dos 
ângulos externos de um polígono é sempre igual ao dos seus 


ângulos internos. 
Paralelogramo é o quadrilátero cujos lados opostos são 


paralelos e iguaes. 
Losango é o paralelogramo cujos lados são todos iguaes. 


Rectângulo é o quadrilátero cujos ângulos são todos rectos. 
Quadrado é o rectângulo cujos lados são todos iguaes : é 
o quadrilátero regular, porque todos os ângulos e lados são 
iguaes. 
Trapézio é o quadrilátero que tem dois lados paralelos. 


Com o auxilio da igualdade triangular, é facil demons- 


trar as seguintes proposições : 
12 Todo o quadrilátero de lados opostos iguaes é parale- 


logramo. 


1)—Muita, gente pronuncia apótema, quando a verdadeira pronuncia 
é apotêma: o vocabulo é paroxitono e não proparoxitono. 


U 
Doli 
moj ; 2 soma dos 
dois recto 


angulos, isto é, em 
22 OS. B como 


n2t 


7 i Í 
A m quadrilätero forem 
“tectos, Porque a soma dos 


TEORIA DA IGUALDADE 29 


2° corolário : a soma dos ângulos externos de um polígono 
é igual a 4 reclos. 

Prolongando os lados do poligono anterior, vê-se clara- 
mente que cada ângulo interno, somado ao externo adja- 
cente, dá 2 rectos. E como se tem n ângulos, segue-se que a 
soma total dos ângulos internos e externos será 2n rectos, 
Portanto, chamando Se a soma dos ângulos externos e Si a 


dos internos, virá: 
S+S=2n; Se=2n0—5, 


Ou, substituindo S, por seu valor, dado pela igualdade 


(1) da pagina anterior, e fazendo o calculo : 
Se=2n—(2n—4)=2n—2n+4==4 rectos. 


Igualdade dos polígonos : dois poligonos são 
iguaes, quando se 
triângulos iguaes e semelhantemente dispostos: porque assim 

t 
êles se poderão superpôr perfeitamente, o que lhes atesta a 


igualdade. ) . 


Pintando as figuras, chegar-se-á sem trabalho á mesma 


conclusão. 
Sejam os po- 
lígonos ABCL E 
e ABC'DE, ten- 
do iguaes os tri~ 
ângulos T e.7', 


D’ 


dJa 


Tie Ti, T, e T': queremos provar a igualdade dêles dois, 


isto é, a igualdade dos respectivos lados e ângulos. 
$ 


podem decompôr no mesmo numero de 


er” 11 


o 


io E q ua 


o, Sib e 


adido E 


E pe, 
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Te=To, ter-se-á : 
D=ED'. DC-DC. 


9—Um ângulo de certo triângulo é iguala 509 : achar 
o valor dos outros dois, sabendo ser um o dobro do outro. 
10—Determinar o numero de lados de um poligono, 


A =A'E', E 
CB=C'B'; AB—A'B' 


=A'E'D'. AESA BC! ÍEDA=E DIA ACD=A! (EAD EAD! d sabendo que a soma dos ângulos internos é o duplo da soma 
à ADCS A piei) ME É DAC=D'A'C | dos ângulos externos. 
CAB=C' A'B' 11—Provar que são perpendiculares as bissetrizes de 


f i vem . 
mM ` pe S Aa a 2 ualdades 
| [a Imos sru i 
(0) (0) 9 pos de Ig 4 ' 


sr] dois ângulos adjacentes suplementares. 


12—Provar que as linhas que unem os meios dos lados 


da base do triângulo isósceles para os outros dois lados. 


A, 
têm lados e ângulos | Ni: ; l 
15—Provar que são iguaes as diagonaes do trapézio 


1 SãO ionaes. 
simetrico ou isósceles. 


e antes - 
Ed O com le 
ar o O RE do ângulo de 30º 31" 32” 
or EA ângulo de 70º 30' 25" 
A etar 
ngulo gual ao triplo do 
o ân í | 


-= Parte do respe- 


fusd var A 
É E sad ângulo. feito pelos 
E F Te ás4 da tarde. 
o ângulo igialao terço 
i tlhe O valor, | | 
do feitos pela base 
“P$amento dos lados 
ual o valor Hash js 


A, 
PAN Ta j [i 


y D'A! a’ 
RA a AE “ou EDC=F'D'C' de um triângulo, dividem êste em quatro triângulos iguaes.. 
DACCAs FA'C'B! ou DCB=D'C'B' 13—Provar que são iguaes as bissetrizes dos ângulos 
papi =PAD' D'AC Ciampi da base, no triângulo isósceles. 
) R Di: AB ou EAB=E'AB! 14—Provar que são iguaes as perpendiculares do meio. 


Mesma ci 


tados Pela letra + 


Arco é 


qualquer 
orçã i 
S “ca nha! q o da Arcunferênci 
"lexa é ue li cia 
© a Perpend Sa as extremid 
Diâmetro é ticular a ei dades de um arco. 
tencia O pia Rdor e 9 da corda 
Ei ie diâmetro Po Passa Pelo 
d "A E 0 cirenlo em d O rai centro: da circunfe- 
10 ud 
esmo S 1 E d é 
i Circulo são ig Parte iguaes PARS a circunfe- 
mi - To E 
AN Circunferência z Os os diâmetros 
$ A Metade do ci tad da 
*Uadrante l Crcunferên $ 
fe `, a Cia; semi- 
encia, então quarta pa 
z tem 4 dr Slrcunfera 
Sn uaes, Cia: a circun- 
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Tangente é a recta que toca a circunferência num único 
ponto. Esse ponto é chamado de fangência ou de contacto. 
Normal é a perpendicular á tangente no ponto de 
contacto. 
Secante é arecta que intercepta a circunferência em dois 
pontos. 
Angulo central é o que tem o vértice no centro da circun- 
ferência, sendo raios os respectivos lados. 
Angulo inscrito é o que tem O vértice sobre a circunfe- 


rência, sendo cordas os respectivos lados. 
Segmento circular é a porção do circulo compreendida 


entre o arco e a respectiva corda. 
Angulo do segmento é o formado por tangente e corda, 
Sector circular é a porção do circulo compreendida entre 


o arco e os dois raios extremos. Quando os dois raios se 


confundem numa linha única—o diâmetro, o sector se 


confunde com o semi-círculo. | 
as são as que têm o mesmo 


do entre elas duas chama-se 


Circunferências concêntric 
centro. E o espaço compreendi 
corõa. 

Circunferências tangentes são as que se tocam em um 


só ponto, o de contacto. 


Circunlerências secantes são os que se interceptam em 


dois pontos. 

Linha dos centros é a recta que une os centros de 
duas circunferências. 
inscrito é aquele cujos lados são cordas: 


Poligono 
ngentes á circunferência. 


circunscrito, aquele cujos lados são tangen 
ferências iguaes são as que têm o mesmo raio ou 
elas superpor-se-ão perfeitamente, 


Circun 
o mesmo diâmetro : 
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MPORTANTES : 


Teor A Sa linha recta não pode encontrar a circunfer éncia ] 
“mais de dois pontos , Porque se pudesse encontrar em mais; 
as distâncias deles tres 
raios do Mesmo círculo. 
BRO irar para uma rect 
kacto SCométricamente impossivel 


W 
ano) diame 


z antro 
ao centro 
Poder-s2-14 
a tres linhas iguaes | 
(pag. 15). 


tro é a maior corda do circulo. 
O diâmetro 


“hd f Teorema F 
A 4 

t Seja a Cor 
4 CD > 


sy l3 
mesmo circulo ou Fy 


Correspondem arcos 


+ 
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€ À , ip’ , À E . - 


. a TE , a sera 


i cos 
o írculos iguaes, a ar 
í *a : no mesmo círculo ou em círculos is 
Recíiproca: 


aior 
i , arco, 

n (6) 

Ig ae espo. m ulo. entr âe. 1 a maior 


Teorema : no mesmo r ir j a arcos 
Iguae. a maior ar E ior corda. 
SC i ji - ior arco, ‘ma! d 
i orrespondem cordas iguaes , i | 
1 i culos O e O (1), figura anterior, nos 
j 15 circulo: 
Sejam os do 


o A'B': queremos provar ser a 
quaes o arco AB igual ao arc 


corda AB iguala A'B. 


â ntraes corres- 
| s sendo iguaes, os ângulos ce 
Os dois arco 


= 7E . AOB e 


sera o es (tá i c i es € 
(0) ua o) por terem dois lados igua 

A O B i 20 caso), 

En a p) do como aan 

; A | or êles forma . E culos 
(0) ang > 


i -se: quë 
tambem igual 24), segue-se: que, 


o E: s (pag. 
i e opõem lados iguaes (pag 
iguaes a 

AB=A'B',c.s. qd. 


ior 

corda AC ma 

; A'B': queremos provar ser Cravos NA 

AC maior que «« arcos sendo desiguaes, a S rin 

oSA re (OS OIE A'OB. Assim, os ois KER 
z ? ue z - iguae 

AOC será Enio, HA lados respectivamente ig 

AOC e A'O'B' têm 


$ => O B È 
ò es 


Os terceiros lados s 
i fe é 

ao maior ângulo co 

ACD>A'B;, cs q. d 


e p 1 Lo O, 
S onden i E 


igura e deixamos de 
itimos a zaprogua pao adeti essas fundamen- 
(1)— De proposito omi MOa eue se vá ha 
tirar as respectivas cordas: 


taes abstrações. . 


SAO USER 


ão portanto desiguaes (pag. 28), 
erão 
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i Yel 
Nro! 
24 ENA 


Reciproca 5 
uaes Subentendem 


* RO mesmo circulo 
arcos: j ; ji 
iguaes ; maior Corda, major arco 
* O ral { 
dio perpendicular à corda 


divide esta e o arco 


Ou em circulos iguaes, cordas 


à perpendi- 


Fis 


Sen s 
, do ISuaes tambem os arcos 


| A, tr: logo. 
“SPondentes, 


0 q 
q [So 


Centro ji 

na mesma lin E O. o meio C da corda 

A 4 i rec a, que 2 di 
€ a perpendi- 

etermi 

sida Por duas quaes- 

e di RN ASE ira perpendicular 
m partes iguaes: 


à dividir um Pam 


Ecta 
dy To) 
OSS satisfar 


vide © arco e 


é ain Mdefinida OX, figura 

aama i ’ 
Chcias que SEM geométrica (108 
- Passam pelas extremi- 


4 
j 
| 


MEDIDA ANGULAR 37 


Sejam A, Be C os tres pontos dados : queremos provar 
que ha um só ponto equidistante 
dêles 3. Liguemos o,ponto À 
ao ponto Be êste ao ponto C e À 
levantemos perpendiculares ao 
meio de AB e de BC, as quaes se 
encoutram no ponto O. Este pon- 
to, pertencendo a OD, é equidis- 
tante de A e B; e, pertencendo a OE, é equidistante de B eC ; 
logo o ponto O é equidistante dos 3 pontos dados, sendo | 
então centro da circunferência que passar por êles 3. A j 
circunferencia que passar por êles devendo ter o centro em 
DO e em EO ao mesmo tempo, só pode ser em O, único 


ponto de encontro dessas duas rectas. 


° 


1º corolário : duas circunferências só se podem interceptar 


Q 
1 


Fale 


em dois pontos. i N 
2 corolário : para achar o centro do arco ABC 


K 

np] b 
traçam-se duas cordas nesse arco, sobre as quaes se levantam 
perpendiculares ao meio : o ponto de encontro será o centro. | 


"= 


3° corolário : as perpendiculares ao meio dos lados da | 


irculo circunscrito ao 
triângulo concorrem num ponto, centro do cir ça sm 
7 | $ i 


mesmo. , & i | 


|] 
Teorema : no mesmo circulo ou em círculos iguaes, cordas | 
j $ rdas desiguaes, maior a 
se igualmente do centro ; das cord. ig 


iquaes alastam- á 


que menos se afasta. i y 
Sejam AB e CD duas cordas iguaes : queremos provar 0! 


for 
ser OE=OF, distâncias do centroa elas duas. Os pontos | 


à 
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Teorema : arcos compreendidos entre cordas paralelas, são Ki; 
iguaes. 

Sejam os arcos AB e CD, com- 
preendidos entre duas cordas para. 
lelas. Tracemos o raio OE, perpen- 
dicular ás ditas paralelas :'o ponto E 
será o meio do arco BED e do arco 
< AEC, Isto é: arco BAE-ECD e arco 


É Corda AB<CG, sen- AE=EC, ou subtraindo ordenadamen- 


respect; i - A 
Pectivas distâncias E te, arco AB=CD, c. s. q. d. je 
CDG FR E corolário : se a corda for paralela á tangente FG 
4 8 y < a . —— 
Uma parte CD. ; (pag. 84). = ij ter-se-á a mesma relação : BAE=ECD. 
ga) aa i £ 19 l . l a g 3 ia 
"mto CDG Eo ABa corda CUM ITAR 2º corolário : se duas tangentes forem paralelas, os raio 
q * À pe ço 8 A 7 f w 
Es |, será ms "Pendicular OH sendo | respectivos aos pontos de contacto estarão em linha recta, ficando a 
a igual OE, a Na Mais forte razão menor po: | circunferência dividida em duas partes iguaes. | E 
Ci ir: (1). o Teorema : se duas circunferências têm um ponto comum fora | 
SmO circulo airn ETTE | da linha dos centros. elas terão um outro ponto comum, simétrico do 
ão igy, = Cm circulos. iguaes, cordas |. pas 
Sudes ; das f: e DRE | primeiro (1). ; gi 7 
alastadas desigualmente, | A i D AR 
, A: Sejam C e C' os centros de duas circunferências e À um 


VE A ponto comum, fora da linha 
— dos centros CC'. Tracemos 
AA! perpendicular a CC' e 

q façamos DA=DA': queremos 
cia, a aN — provar que A', simétrico de 
o A relativamente a CC', é co- 
mum ás duas circunferências. 


ro, y ik j 


PF dO reis no CP oA Tra cemos as linhas CA, CA', AC' e CA': CC será perpen 
KESS NO! pon é bu o AO é Um ASAT 37 
Ponto de contacto | cular ao meio de AA'. E comọ ponto da perpendicular 


! EA o Ms AA : 3 ts ri i Da 
(Dois pontos são simétricos relativamente a uma recta, quando esta” 
diaj. Perpendicular ao meio da linha que os unir. Ms ; ma 

8 4 i $ la P vi TH A 


` E RES 5 y 
Muro nm A, E a'c Eh i cer Pol. A ADT 


rir: “l 


s 


é “a 
A, raios da 12 cj equidistante dos extremos desta, 
ircunferi ; circunferência, e CA=C'A*, raios da 


É s pi 
E i Ortanto q ponto A pertence a ellas 


se duas cir ah 


7 y 
erencias se cruzam, a linha dos 


Nesse. Caso, Possivel OS e maior que sua diferença: 
dc Ar aa Construcção do triângulo, 
SER Ms raios é à linh 
o un lado ga 


à resnere: So é + 
[E À respectiva diferença ma dos outros dois €. 
Orolário - 2 “ BA 
“cent . Quando aS ci E t ri 

WE Sp “Pendicular q “eunferências se interceptam. 


O meio da G 


Ti 
io das Ex 


da comum : porque . 


es da corda. 
S 


tremidaq 
: Sircuntere ncias 
os cen tros. 


“UM, Simétr: 
~ + SIMétr 
Erências aco 


ão tangentes, o ponto 
Se estivesse fora; 
do 1º, sendo então 


UAS Cirer, 
asien ana , 

Aai inferências São fangentes, a per- 

Onfacto será langente | 

endicular ao extremo de 


PAQUE (essa. Tp Av: 
Fi Sa linha É perp 


linha do 


TAL ui” Jr Cu Í 
” 
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2 
ã i menor que a . 
5º inferiores: então, a linha dos centros é q 


J 
diferença dos raios: d<r—r 
i ângulos : Po. 
Medida dos ângu 3 y PE 
Medir um ângulo é determinar-lhe a relação Rg e 
i ; é fixar- rande 
com outro tomado por unidade; é fixar lhe a g 
numérica. a 
i â ga-se como unida 
Na médida dos ângulos emprega 


a â oráu. 
ângulo recto, ou então o ângulo de um g É AA 
Medir um arco é determinar-lhe a relação num 
: idade. 
um outro arco tomado por unida E oi ET 
i sa unt ) 
Na medida dos ąrco 


o A esta vale 860º, o arco do quadrante 
circunferência ; e como 


, 


a 90º parte de um quadrante. 


eorema + q q = f 1 COMO OS 
uaesquer estão entre s 
dois angulos | 
dos do ver tice de cada um, com o mesmo raio. 


arcos respectivos, traça É 
Sejam A e B dois A 

ângulos e CD e EF os res- 

pectivos arcos, traçados 

com o mesmo raio A =r. 

Suponhamos certa medi- 

da comum contida 3 ve- / 


Fey 20 
Zes no arco CD e 4 vezes 
em EF, Então o 
CDS 
ERA : 


RHEO vértice B 
Unindo o vértice A ás divisões de CDeo 


F i inarão tam- 
ás de EF, os arcos parciaes sendo iguaes,determ 
r 


m ângulos centraes iguaes. Isto é: 
CAD. 
SEE as 
EBF 4 F | 


O arco do quadrante-é a quarta parte da | 


car 
os ai 
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E, co 
Mparando esta com a prop 
orç 


CAD cD 
EBF S EF , 


āo anterior : 


Corolla : 
“Oro 
O- arco c tário SO ângulo cent Cc. S. g. d. 
om . 7 ; 
Ti Preendido entre os rol está para 
Sorema Ego Seus lados 


dos 


o ângulo recto. comb 
» Pára o quadrante. 


ângulo C 
entr, 
al tem por medida o arco comprã 


Ele 


ângulo 
e Central 
ângulo 1777 ~= àrco ) 
E gulo unidade ~ “oro Pectivo å 
u O unidade OU ~ ingulo central arco | 


l TEA 


arc orema : 
O c Str 
Ompreendido e 


Sej nire 
u 2 Com 
m dos la Un: © 
ormado “Mind 
gulo exte ngulo 
dois interno F 
Ss $ 
es dois Ano ] 
Ser ISósceles SUlç 
-0 0 trå 
ser OA “OC rân 
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Mas- o ângulo b, que é central, tem por medida o arco 


compreendido entre seus lados. Logo, 


c s. q. d. 


Se considerarmos o ângulo DAC=d, com o centro entre 


os dois lados, chegaremos ao mesmo resultado, por ser 


d=a+c, ter o ângulo a por medida metade do arco BC, e o 


ângulo c, metade do arco BD. Isto é: 
CA GS LOS q BO BD) oud= a CD 
d= BC + o BD, ou d= (BC ) ou d=- 


Considerando finalmente O ângulo DAE—e, com O 
centro fóra, obter-se-á ainda analogo resultado : porque 


1 (bel 
e=BAE-BAD=">" (BE —BD) = z DE 
ângulos inscritos no mesmo segmento são 


1º corolário : 
esma medida, metade do 


iguaes: porque têm todos eles am 
arco do segmento oposto. 


o ângulo inscrito no s rec 
a parte da circunferência, ISto 


ari mi-circulo é recto : 
2º eorolário : e 


Porque tem por medida a quart 


€, 90? 
3° corolário : o ângulo inscrito em segmento maior que O 
to menor, será obtuso i 


semicirculo, será agudo: e inscrito em segmen 
Porque a medida é sempre metade do segmento oposto. 

ângulos inscritos em dois segmentos deter- 
minados pela mesma corda, são suplementares : porque somados 


terão por medida metade de circunferência. 
do segmento (formado por corda € 
endido entre seus 


A corolario : 


Teorema : o ângulo 


tangente) fem por medida metade do arco compre 


lados. 


do op a o DO e a 
f 


E A MEDII 
HS EDIDA ANGULAR 


eja o ân j 

“3º O ângulo CAF 
BAC ~ * figura anterior: Ele será igual 
E z > será igual 
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ter-se-á, fazendo a substituição : 


Enab 
= UHE 19), 


Corolário: 


ge ma:os 
y, Sa: on 
“med; . u 
medida à. Semi. e fo com o Vértice noi 
x o p . = A 
interior da circunferêndio 


vos ma dos a 
à Prolongament "Cos compreendid, É. 
idos entre seus lado 


Os. 


ig Teorema 


suplementares. 
«o 


os dois ângulos opostos. 
tem por medida metade do a 
o ângulo D, metade do arco 

dois, metade da circunferência, 


logo, são suplementares. 


Reciproc 


Seja o quadrilátero ABCD, figur 


i mado 
emn po; ' 3 í 9 E A 
POr medida . duas se uma circunferência, o ângulo 
tados tida à Semi Canfes que se en 1. , 5 
R q o è x JS ifer 7 F medi A 
SA Pd ença dos arcos ida metade do arco BDC. Oà 
- 9 triângulo E interior T ' } ~ terá medida igual 4 metade do arc 
es RR. ao qual Taçando a q obriga o ponto D a estar sobre à circu 
etr ou Teorema: dividindo à circunferê 


Set y 
Ti Partes iguaes, as cordas ligando os pont 


SZ song regular inscrito. 


o ângulo circunscrito tem p 


di ] 
iferença dos arcos compreendidos pelos dois 
: no quadrilátero inscrito, O 


Seja ABCD o quadrilátero eA eD 
O ângulo À 
rco BDC e 
CAB: o 
ou 180º: 


a: o quadrilátero que tem 


dois angulos opostos suplementares, é inscritivel. 1 


a anterior, cujos ângulos | 


opostos A e D são suplementares. Fazen 
A será inscripto, 
ngulo D, suplemento de AR 

"~ q f, « 


nferência. 3 - 
ncia em certo numero de. 


os de divisão formarão poli 


c. s.q. d 


or medida a semi 
pontos de contacto. | 
E =" 41 ZA 
s ângulos opostos são 


do passar por BAC 
tendo por | 


4! 


stante BAC, o que: 


ore 3 


[i 


Er tendo. “Portanto 


oi o © poligono 


- 


div, 
idindo a Circunte 


rencia num certo numero de 


» fi 

- tc) anterior, dividida em 5 
a q D, E, Traçando tan- 
CD, DE, Polígono circunscrito 


os triângulos A 
F 
iA, B, D B, BCG, CDH 


e E são iguaes, 
do arcos iguaes: 
imo tendo um-lado | 
Sd sera 'Suaes (1º caso). 
E, Ro do iguaes, e tam- 

ERAS torna regular 


Pontos de “divisão, o polígono d 


São iguaes, como SU- 
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uma circunferência. 
Seja ABCDE, figura anterior, um poligono regular. | 


Façamos passar uma circunferência por A, B e C 
queremos provar que ela passará tambem pelos outros | 
vértices do polígono. Tracemos OA e OD e depois OL, | 
perpendicular a BC e suponhamos que o quadrilátero | 
ODCL gira em torno de OL, superpondo-se a OABL. 
Senado L o meio de BC, o ponto C cairá em B, 
coincidindo LC em LB, o ângulo Bcom C, CD com BA, | | 
OA com OD. Isto é: a circunferência, que passava pelas 
3 pontos À, B e C, está ja passando Pb: D.: 


assim successivamente. ny 

Teorema : em todo o poligono regular pode-se a 
circunferência. pej, 

Seja o poligono r 
circunferência e tracemos do-cen- 
tro O as perpendiculares OF, OG, 
OH, OI, OJ. Os lados AB, BC, CD, 
DE, EA são cordas iguaes, por con- 
seguinte igualmente afastadas do 
centro, Portanto as perpendicu- : 
lares OF, OG, OH, Ol e ÔJ são 


iguaes, e a circunferência traçada 
as- 


egular ABCDE, Circunscrevamos a 


com o raio igual a uma “delas p 


sará pelos pontos F, G, H, Le J: ; Lã 
Demais, os lados AB, BC, CD etc., perpendiculares 
serão tangentes á circunferência, O qu 


extremo do raio, 
esta inscrita no: poligono considerado 


importa afirmar ser 


»” 
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art; ETA de verno 


nsão, que a circunferên 
“de numero infin 


Vol. seguinte, na avaliação real da 


cia pode ser considerada como poligon 
ito de lados infin 


H Problemas Sobre as teori 


Prob : 
À lema: traçar Uma perpendicular ao meio de uma recta: — 
ja a recta Re: Faça-se centro 


€ com um raio pouco maior Peagi 


f 


ifamente pequenos. 


as precedentes : 


B 
- , descreva-se © arco. CD, Fa 


ES comio mesmo 


ESE 9 arco EF. 


edi 


au 
18 16 ima das partes, será a mesma | 
2 

cte. partes į iguaes. 


` Por U. 
m Ponto dado, levantar uma ne 


ça Se centro em E, € 
S Ateos as írculo; ligue-s 
Ponto C: CF será 


A rco DE, e 
centro em C e com um raio qualquer trace-se o a 
Ga jaN 


= ua a Tira + Pts Me a Tg ra 
e s DEF d 
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3º problema :, de um Ponta dado, baixar uma perpendicular 
a uma recta. ; 

Seja AB arectae C o 
ponto. Faça-se centro em C 
e descreva-se um arco que 
corte AB em dois pontos D e 


E. Com centro em De com 


DE 
raio pouco maior que RSS 


descreva-se um arco de cir- 
culo; com centro em E, e 
com o mesmo raio, descreva-se outro arco de círculo, inea 
ligue-se esse ponto a C : CF será 


Fez i5 


ceptando o 1º no ponto É; 
a perpendicular pedida. 


4º problema : Jevanfar uma perpendicular ao extremo de | 
uma recta, que não possa Ser 
prolongada. À 

Seja a recta AB, cujo 
extremo B, onde se quer. 
levantar uma perpendicular, 
não possa ser prolongado. 
Tome-se um ponto O qual- . 
quer e com o raio OB trace- 
se uma circunferência, que Eva aa y 
cortará AB no ponto C ; tire-se o diâmetro 


da. gi 

os pontos B e D: a recta BD será a deseja | E 
5º problema : num ponto de uma recta, construir um ângulo aa 

igual a outro dado. i 1 


lo C. Façase | 
Seja o ponto A da recta AB e o ângulo S A 


A 


(i A l f 
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Sejam as rectas AB e CD. Trace-se a transversal EF e 


as bissectrizes EG, FG, 
EH e FH e unam-se os 


E A (o) pontos G e H: a recta 
descreva-se o 


GH será a pedida. 
9º problema: cons- 


truir um triângulo, sendo dados ` 


i um lado e os dois ângulos adjacentes. 


i 


` Por um ponto dado, traçar uma paralela j. K Seja o lado c e os 
a AB a Tecta e c , i 1i = ângulos A e B. Trace-se 
pe º Ponto, E | AB'=c; no ponto A” cons- 
No) arco D R Apalguer ; i 
esm K Z q A e no ponto B' um outro 
| | iguala B: o triângulo A'B'C 


i 
ntro em 
trua-se um ângulo igual a 


Satisfará a questão. 
Nota—Este problema s6 
“É possivel, quando A+B 
“menor que 2 rectos. 
10º problema: , 
Construir “um triângulo 
sendo, dados dois lados 
€ o ângulo por éles for- 
mado. 
Sejam os lados 
2 e b eo ângulo C. 
Construa-se o ângulo 
C=c, tomando so-. 
bre seus lados C'A=b 
PTE agi Ku 


DONS DL PME PIN A =. 


si a WO A 
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b 
k e CB— ê iâ 
€: o triângulo C'AB será o procurado 


10° Problema . a 
fres lados. * Construir um triângulo sendo dados os | 


i | 
, Sejam a, b e c os lados. 


* O Maior dos 3 


lados. 
Screva-se um 


Com centro em À 
com centro 


a-se out i 

ontro dos ro arco; ligue-se O 

triângulo buscad dois arcos a Ae a B ABE será O 
W.. € Proble ; 

Maio Ma será į i 

; que a soma dos utros É a Possivel, quando um lado 
20 Prob Ols, 
F. lad, a lema 
E: os o ângulo p o Ê Construir um triângulo d iS 
Sejam a um deles, sendo dados doi 

EROS lados a 


De. A 
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. e de caso 

Nota—Este problema, conhecido pelo nom go. 

| ) = 5, ou nen é 
incerto, pode ter as duas soluções dadas, uma só, 


: ; i h da figura, 
tem uma só, quando a igual á perpendicular S 


ji b; não haverá y 
sendo a circunferência tangente ao lado b; j 


solução, quando a menor que 4. 


um circunie! enci um ti lan. , 
inscrever a ci fe an gulo 
pr oblema - S 


Seja o triângulo ABC. 
Tracem-se as bissectrizes 
AOe CO: o ponto de en- 
contro O será o centro da 
circunferência desejada. 
A 3? bissectriz, BO, passa- 
ria tambem pelo centro 
da £ircunferência, porque 
as 3 hissecfrizes concorrem 
em ponto, que é o centro do 
Circulo inscrifo no triângulo. , re 

14º problema : construir sobre 
Capaz de um ângulo dado. 

Seja o ângulo À e à 
recta BC, Construa-se em B 
um ângulo CBD igual a À, 
levante-se a perpendicular a 
BD no ponto Bea perpendi- 
cular ao meio de BC; e do 
Ponto O de encontro dessas 
duas perpendiculares, com 
raio igual a OB, descreva-se 
Uma circunferência: CBF será 


© segmento desejado. 


a recia um segmento 
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15º problema : Por um ponto före 


traçar uma tangente à mesma. 
Seja A o Ponto e O a 


circunferência. Sobre AQ 


como diâmetro descreva-se 
uma circunferência, que in- 
terceptará a 1a Nos pontos 
| BeC, pontos de contacto 
- das tangentes AB e AC, 
Té Problem 
Ro “uma tangente comum. 
i Com raio igu 

ferença dos raios 

descreva-se a circun 
_ cia O'A, 4 qual s 
~i tangente OA, 


o 


E,40 


a: VIER i 
dadas duas Circunferências O e O, tirar 
al á di. 
dados 
ferên. 
e traça a 


| À essa tangente as per 
WA Perpendi 
— tangente Pedida, PEndiculares OBIE OE: BC 
VE) E : 
“Creicios interessante 
1— Deter M 
minar o 
de 409 40, valor do ângulo Inscrito num arco 
2— Deter mar 
num arco de 50º 50! 
BESTIR E OM 
' cantes E + 
m arco Que se cr ba x 
EITA ar r 16 Tg! é um oira o VOA do circulo limitam 
a ão ån : de Om dé 3 ? 
Pia lo por êles formado Des dar determinar O 
F ectas e f 
terce ta F q © SE encon 
De ed Eeunferência d pram dentro do circulo, 


lAn ai i gi | (6) Mesm 
dd: z A mo em um arco dé 
ji AJ ae a é 


de uma circunferência 


ni E, 
à ida) 
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2 


ângulo por êles formado. 


o A ' n 
- to da 
4, circunscri 
uadrilátero 
1 todo o q 


à—Provar que en dos opostos é igual. y ] | 
E |- S Yn ulo | 
um circulo a soma dos lados Of lo inscrito num triâng | 
ito triângulo. 


| 
TN | 
6—Provar que o raio do circ a | 
triân- | 

| 


d 
altura do 

E) 2s 4 parte da : 1 
equilátero é igual á terça | ulo circunscrito nun 


i Í : a: 
i—Provar que o raio do circ da respectiva altur 


. os S e 
AA Ak s dois terç À scrito 
gulo equilátero é igual ao ncêntricos os circulos 1n al 
rem co 
8-—Provar que se fo 


2 i tero. 
á equilá 
. e triânculo, este ser q 
€ circunscrito a um > 


i ere 


€ a hipotenusa. ai 
is 
10— Achar um ponto ta eana uilátero, 
11-—Construir um triângulo eq 


3 O i 
. . sA erimetr f 
rato do círculo circunscrito. lo, sendo dados © P 
: ctângulo;, 
12— Construir um re 


“a diagonal. 


tros: Ti 
te de 3 ou E. 


E 
E 


Eq) 


b Se L 
s duas diagonasa: i q 

dadas à triân o 
13—Construir um losango, m 
Ə—Constr 


. d u Hj 
“rtices de 
S vērti 
gae Descrever circulos dos tre 


io vértices. w 
asse por dois VA do arco ao 
Sulo, de modo que cada um p ine o meio | 


E 
. 1 , 
= i u última 7 
15—Provar que a linha que a esta | 

i ida i P ' W 
melo da corda subentendida, | o 
. y i 
linha, 


+ 
; : ue pa ulo. i; 
16—Provar que a linha q a centro So a culos que + 
Cord | assa tambem p g de dois cir = É 
as paralelas, pas icão relativa aN 
17—Descrever a postç s comuns. 


do circulo ao i 


te 

$ as tangen Sia 

tenham internamente duas tang rpendicular ani 
E AL 


; vae j 
18— Provar que a linha angentes cips 
Ponto de intersecção de duas té | 


do centro 


e rd 
í IOUN = 


e 
se 


AME 


o MEDIDA ANGULAR 
Ee que une os dois p 
“9 ângulo form 

RE ado i 

A pelas ditas tangentes, 


a Tova x 
PT r que sã 

de um ab O suplem ap A 
no quadrilátero inscrito a Ra ES os ângulos opostos 


Circ: x . S 4 ' 
Boro, Se tiram duas a Toe ponto qualquer, dentro dg 
Soma. k a ; ; a 
sÓ! a de Qualquer par S perpendiculares uma á outra, à 


È ip de ar 
A ES lcir Cunferência k ; 3 


o a . À , 
ntos de contacto e tambem bissectriz 


que vae do vértice do ângulo 
OAStruido sobre a hipotenusa í 
» É bissectriz daquêle mesmo 


S 22— Provar 


ue é as 
to q rect A Ao 
RaT SOntacto de E ° ângulo BAC, cujo vértice A 
- Pelos Cir Pala: 5 
RE Pontos d culos tangentes e cujos lados | 


EI E is 1t pes cto d 
EER OS circulos, > e duas tangentes externas, k 


aes as 1A 
os de y cordas traçadas perpendi | 
ma Outra. i 


m qu . 
adrils 2 
nte, Ilátero inscrito a soma doS 


ro , 

o do; circulo inscrito num 
r 
ença entre a hipotenusa 


cinco q 
Partes iguaes. 


ar q A i 
1S lad o linha que forme um | 
e o TUir um tja o Ângulo dado. 
o altu Sulo equilátero, 
ta, Construir im tre 


A tes $ . ri 
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31—Traçar num circulo uma tangente paralela auma 
recta dada. 

32— Achar um ponto equidistante de tres outros. À 

33-—Achar um ponto a igual distância de dois outros | 
dados. | “ul 

34—Construir um triângulo equilátero, sendo dado o : 


35-—Construir um triângulo equilátero, sendo dado o | 
raio do círculo inscrito. 

36-— Dada a diagonal, construir um quadrado. 

> Â wE 

37— Dado o ângulo das diagonaes de um rectângulo e 
um dos lados, construi-lo. : 

38— Construir um losa 

39-— Construir um trapézio isósceles, 
bases e a diagonal. 


a é é . x 
raio do circulo circunscrito- | 
é 


ngo, dadas as duas diagonaes. o 
sendo dadas as 


TEORIA DO PLANO 


mordial dos sólidos, ou da extensão considerada com tod: 
as dimensões. O estudo elementar do plano, pois, constitue 
o verdadeiro fundamento do caso reverso em análise. ed 

Tal estudo reduzindo-se aos diferentes modos por que 
pode ser gerado o plano, cumpre examinar primeiramente a i 


E > , f : A» 
geração das superfícies pelo movimento de uma linha, para | 
"Sinon 


E * eoria da igualdade 


E Fa a “lhes dar classificação geométrica racional, ao mesmo tempo | 
a CASO REV Eeendo ver que o plano pode surgir como caso particular das š 
Ea ERSO Superfícies geralmente conhecidas. ie 


funa ; . . * ls i 
- famental Dissemos precedêntemente que, por sucessiva and 


São, iamos da extensão em toda sua plenitude ás linh s 
quê só têm uma dimensão, e mesmo até ao ponto geométr À 
Co, que não tem dimensão alguma considerável. E tambem 
frizámos a possibilidade de ir do ponto aos comjuntos re- 
Versos, pelo sucessivo movimento do ponto, para O apareci | 
mento das linhas; pelo da linha, para à das superficies ; 

pelo da superficie, para o dos sólidos. Por outras palavras ii £ 
linha é a figura gerada pelo movimento de um ponto ; super 

ficie é a imagem gerada pelo movimen 


nf ss Tepresent 


to de uma lin 


Con; Plano, devemos, em f Da 

she OS Fectilincos reversos OLANE volume é o corpo gerado pelo movimento de uma superita 

°S acham t Em qualquer dos casos a figura que gera recebe adendo Bs 
+ o 


e ; l 
> Cumpre a m planos diferentes. 


> K n ie = 
ele naise ; alisar sensatamentê 


ne . Lê 
“ementar “Cessário estabelecer 
um pap, © Eoria do plano, suave 
Outr ? 

ņ -> Caso, em vista da 
m untos y - na medida comum, 
a Sgado. + Neos, 

“OMponda .— “Sonos planos, € 
Plano, Daga, Sempr Ra 
RR is ss so) ie em trian 
DRE Siro R ° Elemento pri- 


Seratriz ; a linha que determina à lei do movimento, à Asa 


“Minação de directriz. 

bu Rei concebidas, as superfícies 
po 'em-se logo em duas grandes classes; a 
SCométrica da geratriz e á lei que lhe preside ao RE 
à das que podem ser geradas por uma linha LES a di 
A os? que só o podem ser por uma linha curvas As prn Sa E, 
qq NPérficies chamadas recfilineas ou regradas ; aS últimas, as 


Su] : ie AN antes, como T) 
ada Perficies curvas, das quaes as mais importantes, CO 1 
dida * Pp at“ -tii 


geom étricas di 
conforme á natureza 


so 
MEDIDA ANGULAR 


Então, superfíci 
er A 
ET: i P ge regrada é a gerada pelo movimento de un 
: superficie curva Enio: QE- uma 
Breg, » a gerada pelo movimento de uma linh 
a linha 
ne TO duas grandes classes de supe fici 
rupos nat E l ruci ivi 
E uraes, subdivididos em familia Ee dividem 
o dignas de mensão, por conterem = Varias, das quaes 
articula ; i o pl 
p fo an chamadas cilindricas, côni Plano como caso 
ou de revolução e polares: cas, recfilineas, 


-SE 


circulares 


Superficies cilindrica 
S: 


Cilindrica é a superficie 
recta, sempre paralela e 
fixa. Essa linha fixa é a tas a 
As superfícies cilíndrica E 


pelo movimento de uma 


» ao longo de uma li 
al 
superficie. a ita 


iz é 7 
Creclilinea. Esta 


p . 
infinidade“ q 
, + de direc a » Por E 
$ ō - Ser i 
í geratriz, uma vez as “S, e, ainda i cilindrica em uma 
ctiva c 3 r se . r a ae 
TH S isto é, an 1 fenda intei g qualquer 
7 intese S apen ra sob 
: Toplan 4 as movi je APT 
dri k Plano és Ovime espe- 
” a i nt 
4 cas, podendo ser q SO particu] O de translação 
rectas Stermi arid e 
i paralelas mi aS Superfici 
à Hicies cilin- 


Su 
C PErficios ôni 
Ônica Cas . 
recta fix à SUperfici 
xa nu Icie 
Ponto, ao lo 8 k da pelo m j 
> dee Ovime 
erta | nto de uma 


a 
xa. Tal ponto 
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a nome de vérfice do cone. Como as cilindricas, 
era sie culpas distinguem-se umas das outras pela 
rência ie ian i da directriz : se esta for uma circunfe- 
ob Ee o, a superfície gerada sor o cone circular, 
o e A, conforme a altura for ou não a recta unindo 
recta, aʻu poe ao centro Es base; se a directriz for linha 
como a “Eae NAAN sao plang; que pode ser definido 
distingue-se = e conica cuja direciriz é nedhlncas l 

Pela indete aa a por Rom diversas geratrizes e ainda 
do cone rminação do vértice, que pode ficar até na base 


sm As superfícies cônicas têm duas folhas simétric 
a e outra abaixo do vértice. 


as, uma 


s superfícies cônicas, 
r tres pontos 
fora dela, ou 


pe Remo é caso particular da 

não em e eterminado geométricamente po 

ainda por d a recta, por uma recta e um ponto 
uas rectas que se cruzem. 


Superficies regradas : 
e gerada pelo Eu 


R > fci 
egrada ou rectilinea é a superfici 
rėctrizes fixas. 


is uma recta, ao longo de tres di 
Métricame Etna cone as anteriores, 
Estas aa umas das outras pela nature 
Plano, à a pnas rectas não situada: duas 
Se, S Superficie gerada sera o hiperbolo 
Sa ARR tres dreger: se en 
Pensave] raa será O plano. Neste a 
astam as tres directrizes, polo 

para completa determinação da sup 
Sinfese: o plano é caso particular das 


za das directrizes = 
a duas no mesmo 
ide de uma folha ; 


particular, dis- 
s delas apenas 
erficie gerada, 
superficies 


Esta superficie 


ovi- 
NAS 


distinguem-se geo- 


m duas à duas, à | 
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Es Planos 


-se geométricas 
: ;: esta sendo 

e < * - q j 
ra O elipsoide de revolução» 


Semi-ci 
-Circunferé 
de Dierênci 
Tevoluca la d 5 P 


ção 
» Se for a geratriz umå 
do eix à Seratriz a: áo Rn contenha O 
" “inda Fectiline oide de uma folha de 
x e no mesmo plan? 
cie gerada será a do 
XO, a continu- 
mente rHcie será o cone 
ae a geratriz for recti- 
er, as ER será o plano. 
Outra ; ET icies. de revolução 
É e S anteri ee si, como casos 
as E. 
rfícies de re- 
ie VÃO w recta perpendi- 
Maeso SRE pelo facto 
2, em qualquer 


Encontrar É ; 


[77] 
go) 
EO 
= 


Siva 
me : 
nte exploradas a seguir : 
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d : . P 

Os seus diferentes pontos. Pode, pois, O plano ser definido 
c e A 

omo a superfície gerada em torno de um eixo, por uma 


r Ê 
ecta que lhe seja perpendicular. 


Superticies polares: 

o a imagem 
ontos fixos, 
so anterior; 
ndicular ao 
o compor- 
uma recta 


O plano pode ainda ser considerado com 
$eométrica dos pontos equidistantes de dois p 
chamados polos. Efectivamente: supondo, no ca 
ppe o meridiano se reduza a uma recta perpe 
I do eixo, a superfície produzida pela rotaçã 
tará sem duvida alguma a successiva aplicação de 


e ; : 7 
m todos os sentidos. E como essa é a propriedade caracte 
ie assim gerada. 


E A lano, conclue-se ser esta a superfici P 
da PRAT áquela afirmação, basta unir um ponto q q a 
di Seratriz aos dois polos, e ver que são sempre iguaes : 
Rg cias respectivas, qualquer que seja O ponto a 
A pois iguaes são obliquas que S€ TE TESS x 
a um a perpendicular, E quando um plano Ro ad 
E êle contem todas as perpendiculare 
Rs Pelo respectivo traço : P 
ar-ao eixo, e este áquele. 
Re : o plano é ainda caso particula 
+ Como acabamos de ver minuciosame 


r das superfícies 
nte. 


» - 
Propriedades : 
e geração 


es modos d 
succes- 


Como consequência dos diferent p 


do 

Plang A 4 

i No, surgem várias € interessantes 
ualquer 

ZE : idamente, em q 

Sentido Q Plano pode ser prolongado indefin 


Dies. TEORIA DO PLANO 
po 


3—Um Ponto e uma recta determinam a posição do plano. 
4—Duas rectas paralelas det 


erminam a posição do plano, 
5=Dúas rectas Convergentes deferminam a posição do plano. 
6— Uma rect. 


ecta só é insuliciente 
7— Uma recta é Perpendic 


para deferminar o Plano. we 
alar a um plano, quando perpendicu 
a fodas as rectas {iradas por se 


o ram, 
noi são paralelos, quando nunca se encont 
Por mais que se Prolonguem. 


Ca se encontram 
10— A intersecção de dois Planos é uma recta 
TI—A intersecção de fres planos é um Ponto 
12 Plano pode ser prátic 
felogramo. 


Este, se não inclin 
“dois ângulos diedro 


Um Plano é obliquo à Outro, quando 
Se inclina Mais para um 
ângulos diedros desiguaes 


S recfos, 


* Caindo sobre este, 


r 
de à concepção do 
| O Superficie de revolução: n a 
Perpendicular 4 di, Ctri 


=a Beratriz é sempre * 
Hz, no Mesmo Ponto dela, 


a ção do 
- 2— Tres pontos não em linha recta deferminam a posiça 

o! 

— plano: 


er- 
* DO plano P', tracemosa p 
Pendicy 


po end 
Ra 


RR So plano P, 
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; er- 
irar um plano p 
fo de uma recta só se lhe pode tira 
Dor um ponto de u cão Std 
ia E aa ES ; de uma recta só se lhe pode 
, to fora de 
Teorema : os a ponto ; j 
firar um plano perpendicular. Sen A 
Seja ABa recta e Co re K 
iremos CB perpendicular E ui 
Uma outra perpendicular BD á me mia 
tecta dada - BC e BD determina 


2 Plano p, que passa por C, perpen- 


>P 
dicular à AB, E só êle E T 
À endicular 
Porque só Existe uma perpendic S 
E ns- 
AB, pelo ponto C, ie de revolução demo 
erficie 
Nota: o Plano como sup 


traria mais facilmente o teorema. 


endicular 
i nto só se pode traçar uma gi a 
ve. Doi Peai onsiderar, SOPIR na 
E “Sejao ponto À no plano P. 
ele, 
Ponto a recta BC e façamos 
Passar Por A um plano P’, perpendi- 
nar Gy interceptando D em DE. 
m 


&No ou fora 
Por Esse 


lar AF a DE. A recta BC, 


Ap Pendicular a p' 


À , é perpendicular a Fato 
Eco, Passa Por seu traço no plano. DF, será pe será 

3 É tambem perpendicular a tirada de A, À e 
a PROD alquer outra recta AGY rceptam em d 
Digua ão i E q EE A AG se ms . e AF sen 
ermina? Ri E ai RO una DER 
Cular a P, será a DE: logo ASE ; N 


rpendicular 


di 


1 
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I J f, , 

o Seja agora o ponto A fora do 
Tracemos neste plano uma 

-€ façamos passar por A o 


TEORIA DO PLANO 


z z= ak = 8: O; do 

terem os 2 catetos iguaes: logo, AD=A BAL-AR E 

) 4 n ' e Tia 11 

Prolongando AB até A’, de modo >i NEASNGAM 
tirando as oblíquas AC e A'E, a poligona 


de 
, logo, a metade 
| E que 2, pag 0): 
perpendicular A essa recto a Tr RR Os mesmos piin 4 pag isto é, AE>AC, 
Feeptando P em DE, Tracemos € s. q. d RE m 
recta FC, Liguemos Aa : 


: utras: 
i Da Propósição anterior decorrem estas y E 
téG, de modo 1 — Obliquas iguaes desviam-se igualmente des di a que mais 
EC dicular a um plano; das obliquas desiguaes, a malor € We s 


gulos CEA e CEG S E E desvia, 


y Ji de todos os - 
“A 2=A imagem geométrica de um ponto equidistante 
Outro 


- o centro é 
p o Pq z E fa tirada pel 7 i 
A S da circunferência de um círculo é a rec 
| T'Pendicular ao plano do círculo. 


EA emi 

Pes qd. Í K, d À imagem geométrica de um ponto quinta y A 
ta: Eni qualquer doidos Ki É “des de Uma recta é o plano perpendicular i WSR EA da 
em mais fácil, considerando IRI A A aop sessão STA ns Perpendicula o AS Do EEA A a uma ns 
sãos 1q ponto Estar, a E Quer Er a E um ponto darna a i 
= A x ` , s vA ME 
4 Ekel ponto de encontro das duas'outras rectas sera perp SAM 


4 dito plano. A dk 
Bela, Ja a recta AB perpendi- 
PE gi l a0 plano p e CD uma recta 
a e ye açada em P. Tracemos 
creo dicular BE ea linha AE: 
dicular 9S Provar ser AE perpen- F 
Façamos ED=EC e ERIE AN % | 
€ AC, BD e BC. As F Ra 
ADe: AC tambem o São | 
ço da perpen- e 
AE mediana; 


lr, são iguges dese Se desviem igualmente 
tiA 1 . 
OR LEU “ando-se igualmente, 


aque 


mo 
$ 


MSB 
Como ER D € BC são iguaes, i| 
ty SENIA liquas que se desviam pòr igual do i 
do Bottan, 7 triângulo CAD será isósceles, a 4 q 
e O er f j ide „p 
TARA per Pendicular á base CD, c s- q se duas rectas | 
; | E 
Jano, e outra DR 
Mesmo ponto são perpendiculares, uma a um P TR 


TEORIA DO PLANO 


Só poderia encontrar CD, encontrando tambem o plano P, o | 
que é impossivel : logo, as duas rectas serão paralelas. 
+ Teorema : foda a recta paralela a 2 planos que se encontram, i 
€ paralela à intersecção de ambos. bu 
Seja a recta CD paralela aos planos 
To P,. Queremos provar que CD é paralela 
à intersecção AB. Por um ponto qualquer de 
tirando uma paralela a CD, essa paralela 
RR inteira no plano P etambem no plano 
| + º que só pode acontecer confundindo-se 
Sa com AB. E'o que se queria demonstrar. 
Plados O aa ” dois planos paralelos inferce i | 
um ferceiro, têm paralelas suas infersecçoes. ji 
Tomemos 2 planos paralelos 
o cujas intersecções com O 
“ Sejam AB e CD: queremos 
Povar que essas duas rectas são 


Paralelas, Efectivament AB e CD 
tr 
€ 


D 


4 


àçadas ncontram, por estarem 

omo e E planos paralelos ; £ 

stão ambas no plano p À 

A m se Encontrar, são paralelas. ; 

“los a SAM ma : rectas paralelas compreendida 
9 iguaes, 

CA AB e CD duas paralelas com- 
D' idas entre os planos paralelos Pe 
SSas duas rectas determinam um 
Plano P" cujas intersecções (teo- 
Nterior) são paralelas: então ABCD 
um Paralelogramo, isto é, AB=CD. Tso 
lelos, ` 


s entre planos pera 


Fagg 


m : 
Plano = 
ie Paralelos, todo O 


ano. fers 
“Sã sua intersecção o 
i 
um í K 
Plano tirado por- À Na a 
V va 
ar ser AB para- Y 


O Elano p’. B 
$ » E A Teorema : se 2 planos: são para 


Ri 
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são 
e aralelos, 
Reorsma: ângulos de lados respectivamente p 


vos. 
; planos respectivo 
íguaes ou suplementares, sendo paralelos os plano 
2 1 ] ` 
* Provemos que AB é tamben 


' . A de 
f i EDF dois ângulos 
ada por seu traço no plano #. Pelas “ul Sejam BAC e job. ARES 
M Téctas AB e BD tiremoso Plano PD”. as intersecções AC e BD — tados respectivamente paralelos o 
Ia Paralelas; c Rp, Perpendicular a BD, tambem o é á sua | Ma extensão. As linhas AB e DE sen 
_ paralela AC, i 


NIR i BE À ; ralelo- 
mesmo raciocinio se repetindo para qual- ff — Paralelas e iguaes, ABDE será um pa 


— quer outra posição da recta BD segue- AB é perpen- " ran e igual a BE. 
— diculara P. Segue-se que i! n sr lo, sendo AD paralela e 1g 
t TOVar-ge. 


Corolário - 


. igual e t+ 
la análogamente ser AD igu Fofo Vo 
l perpendiculares . : Janos f ão iguaes € TR 
aras ao ans Pp ares compreendidas entre P. Paralela a CFE se BE e CF são ig sondo + enma ia 
A? E Ma N o at 
rs Teorema. y. j — Paralelas BCEF é um paralelogramo, y Or 
a TOR Elba dois Planos Paralelos a um ferceiro, são parâ TR i F P = ois, iguaes, P AAM 
pe. lia DO SC=Er Os triângulos ABC e DEF são, p o ângulo | s 
k ' SAR , - ; 3 m i A 5 9 e 5 ar 
o elo ei “E dois Planos par — Mosg] dos i 8º caso de igualdade) vê 
o o E é X \ > quer s 
pera Tiremos AB l “igual ao ânoulo D, como se q y 
a d Perpendicular a Pr q do e outro obtusO, 
- pita n O Paralelos SIIA agu o fji 
 Perpendicular a pr Selo á Sp Se os dois ângulos fossem um ag 
Provar-se-ja análos | 


álo mbem a P, 
di são 


2 
pe) les W 


2 
; ; jamos agora à 
“am suplementares (pág. 17). NI 


do teorema. 


ulo 4. E 


do âng 
Seja o Plano P determinado pelos lados 


"ap Palloa De portanto ás rect Ji q 
o A EC, A linha DE sendo paralela a à $i 
SStará inteira em P', paralelo a AB. o 
tambem DF: sendo paralela à Ko 
Lo irá inteira em D, paralelo a AC. ACE Su 
AE Es Plano P' tirado paralelamente a Vea h 
i h aS Mais que o plano do ângulo em a a 
bh, k 


h Uas irec fa, 
S x Ú 
To, são pá Deal Paralelas à uma terceira 'não situada 
[ à elas entre si 


Am gs rectas AB a 
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E: se duas recias 
Perpendicular a uma delas sej: 
* Sejam AB e CD duas rectas pa- 


erpendicular 


á tambem á outra. 


tiremos as duas paralelas 


» ambas no Plano P, Os ân- 


Fy sI 
'Cem D serão 
i 


só 


as. Ligando Ba D 
lar ao plano P, essa. recta cç 
de um Ponto só se 

DO: esese 
diculares 4 


pelo ponto D uma per- 


onfundir-se-á com CD: 
Pode traçar u 


ma perpendicular à 
7 São paralelas, como 


t os dr SpE 
' 5 dois Planos que o formam, 
e f 
ncontro elas duas, chamada 
* a abertura do diedro, que 


Sig ; | 
“a Pela aresta Ou então pelas 
Colocada n i | 


O meio 


o 
são peralelas, todo o plan ` 


; s 
iSuaes, por serem ambos aguia 
Como o ângulo em B é recto, 

Pode acontecer sendo CD perpen 
d. 
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; indefini- 

Às faces e a aresta do diedro são pronen dae t 
4 damente, sua grandeza dependendo apenas do ang 
= Tespectivo, De 
i Angulo plano correspondente é o formado por duas perp 
“diculares á aresta, uma em cada face do ne 
EE Se no ponto C da aresta AB do diedro PA a 
o BSarmos a perpendicular CD, na face pes = 
Ki Perpendicular CE, na face D',o ângulo l 
Eo ângulo plano correspondente ao diedro 
dado 


' 


o: 
O diedro pode ser recto, agudo ou obtus 


i T z uma á 
recto, Quando as faces perpendiculares 
utra 


Fy% 


Nn- 
correspo 
k o ângulo plano 

Ma OU então quando recto > 


. â gulo 
É. tivo ang 

natureza 'o respec 

1 agudo, quando dessa 


rela- 
Anoulo plano : 

+ Obtuso, quando maior que 90º o âng os dê 90º; 0 
iedro recto vale 90º; o agudo, me 


’ Mais de 909 e menos de 180º. 


5e de 
NO Superficie Poliedral é a que se compoé 
A Planos, | 


T ivo, 
a Obtuso 


diferentes 


- 


; da por tres 
Pp $ a À r ra forma 
or Angulo sólido on ângulo poliedro é a fig u 


nto: Este ponto 
as Planos que concorrem num p bendo 
Ny dse 1 


ce 

j entes re 

n vertice do ângulo, os planos concorr restas 

(0) a . 
Ne de faces, e o encontro das faces, o de 


m 
Sd o é o triedro, que te 
mais simples ângulo poliedro 


e no caso reverso, 
M r f; X 

O S aces; 

~ Meg O 


o 


nt? 
VA 


triedro representa, pois, e 
igvonos. 
Papel do triângulo entre os polig 


Us aces ou 
oa . istinguir o vértice, as f 

agulo poliedro ha a disting 

É das aces 


$. diedros. 
1 aS arestas e ainda os ângulos 


ângulos 
e ] se 3 angu 
RO Micro ns 3 ângulos das faces, 3 aresta 


ss adi 
EEF y 3 ife” 
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à a POLIEDROS 
ETA POLIEDROS va ta . 
(j t A a 
l i ; olvente é maior que 
a; š : ue. P "ficie poliedral envo 
NS estes são designados pelas arestas VA, VB e VC o j UN que a superficie p E 
Toa | : e Ene xtremos. 
Simplesmente POEPANB LEIC o as faces poypeetive Taa | AVolvida com os mesmos ext ; a desigualdade peste 
NR H ; bo q To, n 
face a, oposta á aresta VA ; a face b, Passando b para o 1º membro, 7 
; NE e 
e a face S Oposta á aresta VC. Pe, vem : 
A 4 co 
enfares são aqueles nos quaes as faces d Ea di Ba E 
i tivos diedros de outro são suplementares. Ro... dal fce Eemator que a diferença das outras duas. 
K Se os tried IAIBICI p. tareSs pP ce é sempre 
TR REA AN "S VABC e V'A'B'C forem suplemen 1 Corolário * num ângulo poliedro qualquer, cada fa 
ter-se-á, Por definição - meno 
À lani a R. T que a soma das outras. 
EV ia Si +Fa==180 A-a’ 
A ) r -a =180 
a B+b=180 


1a Lei das fac 
RA “Íngulos da 


i a dos 
es: em fodo o ângulo poliedro a som 


S faces é sempre menor que 4 rectos. 


m Sa um ângulo poliedro qualquer, descansando B 
4 E Plano, e cujas cinco faces se vão alargando cada ve 
Ra 2 O dito ângu] 
das oo. incidirem com o 
Àn u CS passará a ser 


proximando assim do plana a 
o: quando as faces, já bem k i 
referido plano, a soma dos ângulo 
4 rectos, como soma de tolos os 
de um ponto do mesmo plano. B 
as faces com o plano não se poderá az 

vesse caso deixaria de existir poliedro para 
com um plano. E como só nesse caso é que 


EM torno 


Coina: 

4 į Neide f 

HE, D t 

tantos, Ms aid 
ERER, 


Ea Sempre ser decomposto em 

y t a: | 

Serva Es as faces Menos duas. E’ caso! | sa Porque 
Tide ) ! om = Na q x Joy 

S fac “S0no (pag. 29). Um ângulo E Penas 

» Poderá ser decomposto em “Sep, * dos âng 

= — Planos assa AU AV? “Pes 

; 4 n , À 

: à base, p do pelo vértice j 


-S€ 
ulos das faces podia valer 4 rectos, conclue 

To Por uma aresta VA as a Sempre menor, cs. q d. Isto é: 

ae VD e VE, o YAle por todas 


4 
MRA o atbpetd pet: «+. <4 rectos. A 
i üperficies poliedraes p vi da, 
|olvente € outra envolvida. Rn 
a, 


7 Ambhel-dte="4 rectos—oc 
id, 


i A i ue zero 

ie ndo sc quantidade ângular maior q 

í y i RS e4 rectos, 

egy das a | ji lo 

a aior angulos ; em fodo o triedro a soma dos ângulos 
BS . af que 2 € menor que 6 rectos. x RE 

podo VABCeo suplementar respectivo V'A'B'IC! 


A) 
E 

“ut f l é 
Tia Menor que 


re 


y E x i pre 
DN Peno Senta 
à soma das i EN a 


1 


TAM 
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Ter-se-á por definição de triedres suplementares : 


Ata =o 
B +b’ =op 
a Cdo 


l 


E, somando ordenadamente - 


) f : (ABEC) Ha! tbt cho r 


PRE (1) 
Porém, pela lei das faces, 
a'tb tdg r—oc 

L o Levando este valor na igualdade (1), vem: 

pr 

| A+B E ABEC r—4r+oc 
a y. A+B+C=9 nos. (2) 
E - À igualdade (1) mostra que A+B+C só poderia se” 
+ igual a 6 rectos, quando a'th o fosse igual a zero. E como 
“tal soma não pode desa 


* mente a Igualdade (2) mostra clara- 
mente ser a 
i Somma AB Sempre maior que 2 rectos, 
y &s. qd t 
A 


Estr 


“mente iguaes: 


) A aos 3 casos î 
S triângulos, con- 


EI 
uma face igua 


ROS quaes se tenham 


o) 
+ Correspondente 


ri 
POLIEDROS 


aa, B=B' e C=>C', 
q ÁPliquemos a face a 
Sobre a Sua igual a!, 
“modo que as duas 
Se ajustem perfeita- 
Mente: como B=B', 
EC=c,, asfacesc e b 
“E ajustarão respecti- 
Vamente com d e b', 


Vo caso : 


ajustando, serão iguaes. 
3 >s iguaes e 
iual 2 friedros são iguaes, quando têm 2 laces igu 

E! r elas formado. 

te Jam os 9 


. f 
triedros da figura anterior, nos quaes K 
== ] à 
E Ge e ASA, Apliquemos o triedro em 
i - > ita- 
Sente pro em V', de modo que A se ajuste perfeit 
A c A 
ig Ro as faces b e c são respectivamente 


* Como 
rj s < e 
SP les tambem se ajustarão. E os 2 triedros se 
S. 


. , Sera q 


72 friedros são 
se Semelhanteme 


triedros q 


iguaes, quando têm as 3 faces respe- 
nte colocadas. 


1 E | 
à figura anterior, nos quaes a=e', 


OS angulos planos respectivos, BAC 
! 


» um de cada um deles, de modo 
Os triângulos rectângulos VAB 
em um cateto igual, VA=V'A!, 
º agudo igual, cc, Lcgo AB=A'B' 
E Cl ianálogamente ser VAC=VIAC! 
q Que daria com 
Aulo BACO os 


e€ 
um A + Por ter e 


e 


O resultado o striângulo 
3 lados respectivamente iguaes : 
* Portanto o diedro VA=V'A', ou 
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os 2 triedros iguaes 


or } 
faces iguaes, ' Por terem um diedro į 


gual formado por 


* destes 
ode incidi | 
Podem coincidir (32 “Ntares : e como as faces 
TI caso de igualdade), seus ângulos 
vamente j E 
: d> 
'SUaes, o que arrasta a igual- 


Yos pri A 
mitiva F, 
mesmos, mente considerados, 


Sar a Proposição 
começam, A 


m ngulo poli- 
n m A 
te Prolongadas Ples ângulo, com 
Seon1 
Slintes elemento 
s: 
Superficie e volu 
me 


o sólido 


faces, 


Faces 


ângulos. sólidos 
eo (03 o 
Poio leia IS vértices não 


POLIEDROS za 


pelo 


Poliedro - 
Sk » volume é ão de espaço ocupado 
polie i a porção de paç 


fac : 

e A 

Striângulares. f 
zj; 3 os 

sólidos são to 


Doliedro convexo é aquele cujos ângulos : ; 
gada, o poliedro 


salie 
n e 
fic tes: uma das suas faces sendo prolon 
ará inta; f 
Inteiro de um só lado dela. 


À geometria só se ocupa com Os poliedros convexos: 
polígonos regu- 


Doli ; 
oliedro regular é aquele cujas faces 5ã0 
iguaes to 


ares À os ângulos 
me € Iguaes, sendo tambem dos > 


h Ha apenas 5 poliedro 
Ces tris > 
r : triângulares 0 hexaedro ou cu E 
E adas ; q octaedro, com 8 faces triAgE mn 1 com 20 
que tê jcosae rO, 
; e o ã 
trian di apaces pontagonacs iza semelhante afirmação. | 
Su - utoriz 

angulares. s faces a A s 
Afe A lei da dos ângulos das faces 

ectivamente : devendo ser a soma » 15), seguese || 
Sempre menor que 4 rectos (lei das faces, E PRN Frapar ii 

À : s só pode z pro 

due para formar poliedros regulare R a soma doS 


) s 
n ares nos quas À Ty: 
i um Ponto poligonos regülare o ângulo interno do. 
ele numero. 


i 
â Nr A 
Agulos seja inferior do „ado 3 deles num ponta 


o tefraedro, com 4 


tem 6 faces quas 
o dodecaedro, 
faces 


s regulares : 
bo, que 


lâ a an 
ângulo equilátero vale 60º. nei e ter-se-á o feio ag droas 
“ Soma dos ângulos será BA OE a triângulos equilátero 
i upando Na o 
° 13 poliedro regular qc los será 4469 08 fa 
num ponto, a soma dos âng™ E l res, 4 em cima € i 
Se-á o ocloedro, com 8 lo a ii quiláteros num ponto, 
à A e 1 o EEE i 
baix do 5 triânguo? JURA: 
j o. Grupando 3008, e terse 
Soma dos ângulos Se” É PEA ol 
Com 20 faces triângulares. > saria 
das fa 


a soma dos ângulos 
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“isto é, 4 rectos exactos : 

— sinal de que não é possi 
gul osequiláteros, 
— O ocfaedro e q jcos 
d [j 


stas rectas 
Ê 7 n orme as are 
iolada, O prisma é recfo ou obliquo, conf 
. : ão vio a e ja ` 
lei das faces seria então RI * Ouobli ASES, A 
dis db! iada. Os triân- | quas às duas b isma são iguaes, como par 
vel a reunião desejada. felraedro, | Às arestas lateraes do prism ia 
. le , é (0) e 3 a e N 
PoS, dão 3 poliedros PRES ângulo compreendidas entre planos par } SE 
aedro. Vejamos os quadrados. O âng O prisma recto às faces lateraes são rec 8 dado ei 
o: Ad: g onto, . : trianguiar, qu 
— Interno do quadrado vale 90º Grupando 3 deles num p : Oiprich toma o nbmeda Base: $ e., 
Je Ag “e ARE z drilátero; 
à soma dos ângulos das faces s nos — base “triângulo: quadrangular, quando é qua 
|O hexaedro OU cubo, com 6 faces quadradas. Grupando 4 q q Dis E 
 drados num Ponto s das faces passaria é | À 
| Ser4X90 ou 3609, isto é 
e é 
Com 6 quadrado 


É A Ielas 


o hexágono, 


i > igonos 
: s são polig 
risma regular é Q prisma recto cujas base l 
ares iouaes, 


: isma 
$ ses: no pr 
— Altura do prisma é a distância das duas ba 
Tecto a 


,. Se. bo 
; tura é igual à uma das aresta dida 
s num po f a isma c ; 
gulos d f Grupando 3 dele i rE l ronco de prisma é a porçao de pi a 

7 E as faces será 9x 108 ou 324º, Et tre ap ão não paralela á mesma. 

odecaedro, com 12 faces penta inica formadouds — S Dase e uma secção não pa 

a Ei É S0naes, o único : 
EM RE chos f Porque Para reunir 4 deles em um ponto à K j 
das faces seria violada, poj 


ses paralelo- 
i aralelipipedo é o prisma que tem por ba P 
iamos | Samos, 

1 POIS ter-se-ją de soma 4329 Vejam u | 
» Cujo à 


Vora 
) a ~ aralelip 
angulo Interno vale 120º. Com “4Ses rect 
AN e num hi 


"9 hexágono regular 


tem por 
z r 1 ecto que 
ipedo rectângulo é o prisma r 


A 08, ngulos, . ias faces são. 
R : 9, 2 soma das faces seria 36 t cubo é lelipipedo rectângulo cujas f 
MPOsto pela Ja: onos, e o paralelipipe 
» impossivel «Pela lei das faces : com hexág Vadra ; 
pi ve à Existência de 
f> 


de 
. . e, com “S iguaes aos das dúas bases: receb 
Poliedros regulares ; €, OEM “Sdro regular 
€ número de lados super”, UDAJ l 
Stem 5 poli 


os Prismas e as pirâmides. 
S S 
ndido ent ligono 

r oll 

Ras Sujas face later ia APOS 


das duas bases do prisma. 
DR od) 


j} olisono ej 
Be ES são paralelogramos» iC ia “Amide éo poliedro que tem por base pi 
; al ta $ k º u . 
a Paralelos Onstituem as bases dO + Ds lateraes triângulos, com vértice com 
B 
ntas quantos os lados d y 


é Erice 


i craes, 


, res ante- 
Erum idos cinto poliedros regular 
rme ? RES dr 
SO exi e- BRs Aenta est 4 Ev 
eferid edros regulares, os 5 ant A H TOAN abelecidos. j ção feita perpendicu 
S Edos; : fetraedro faedro p fao r ecta do prisma é toda a secç 
È icosaedro * CUDO qu hexaedro, octa ù ar Ente 4 i ; FA 
QEse co À q ÀS arestas lateraes do mesmo. áreas dos para- 
rinci j ui da lei das faces, f jia FOEN teie lateral do prisma é a soma das 
é o Sólido.. 


da fície i 
| 4 a da super 
ater SA lateraes ; superficie total é a som 


-ência de todas - 
à Pirâmide é o ponto de convergenc polis 
s lat | 


i ba 
83 a 


è POLIEDROS AN 
Ale AEAT I POLIEDR i i 
a pirâmide é a : te 
er gi ce a » : A elhante- | 
A pirâmide o Perpendicular do vértice á base | igual, adjacente a tres diedros respectivamente iguaes e sem À 
base é triângulo ; qu o nome de base : triangular, quando à, mente dispostos V 7 

ea a E . £ 

“hexagonal E Tangular, quando a base quadrilátero | Sejam os tetraedros 


1 Quando hexá 
A piram Xágono, VABC e V'A'B'C' nos quasa 
Sé tenha VAC=V'A'C' e 


VA = via! — VIC! 
se o VE VC e 


no centro 5 Transportemos o 1º A 
mid do Poligono base tetraedr a o d 
e regular todas as são m Dn SD S Faso 4 
ces lateraes são triângu] Ca Odo que a face VAC se ARO vA=V'A, q 
iân ngulos isósceles iguaes aj Í : VIAC. Com9 Pi 
gulos faces é ch Rad Juste perfeitamente com a sua igual o vc=V'C' a face i 


a face VAB se ajustará com VAB precs 


€ to É a secção fa; De com ABR 
das as arestas: se a sec PRO feita por plano que lhe VCB se ajustará com V'C'B!, o mesmo succedendo AU 
j E ará co , - R 
râmide de base, So for paralela á base, ter-S€ e ABC i f ajustam perfeitamente y 
: SS paralelas - Os dois tetraedros se à) 4 
Pirâmide re r São 1 - 
gular é i iguaes fa A 
a a . “ > e a aces i 
entre a base Porção da pirâmide regula” | quando têm duas | 


` zo iguaes. sa 
** caso : dois fetraedros são 00 gro por elos formed! | 


= uma Secca | 
cr, do lel As faces j ; 
Z108 isós ção paralela. S i iga 4 igual O Ea 
c : ae. tas, € 19 - 
el eles Iguaes, sendo apotema a S e semelhantemente dispos Negar v! ABC, figura anterior, Rh 
Quivalentes são é i Sejam os tetraedros y p'v'C' e vp=>VB. s 


nos quaes AVB=A'V'B', BVC= o o 29, de modo que | 


br a 
a Transportemos o 1º corap a VB. E comp a 
Uivalent ás . i itamente j YAS 3 
I j = São os que têm a mesmã ° diedro VB se ajuste perfett s, VA cairá sobre a os 
u zn 1 es; i s a 
Saade dos tet faces corr espondentes são E tando assim com À tanto a 
ra A] us or s 
OS iguaes «x dros; Sobre V'C', a face ACB se 3J erfeitamente, sendo p° PA 
E a a -se a DE Tr 
MC tm faces A E 2 tetraedros então ajustam-se P RIM 
casos de į S € ângulos respect ISuaes ndo têm tres Joca 
i á r à ac 
Si Slaldade de tetraedros» y f edros são 1 EI Ee W 
cA ühecidog de: de 3º caso : dois tetra femente dispostas: anterior, 
SO, uma gh E € igualdade respectivamente iguaes € semelhan É ABC, figura i 
: i URI ds CASO, d ces; à os VAB uC=B VC. k 
dois felraedro tentei Sejam os tetraedros =p'v'C'e Bvc=B 


São j 
o IZuaes, 


nos quaes vaB=V AÀA B'. 


alando! têm uma focal M 
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9 m 
E Se as 3 faces que concorrem em Ve V' s 
triedros Correspondentes se 
dade, pág. 77 


ão iguães, 08 
-Jo-ão tambem (3º caso de igual: 


) eos 2 tetraedros dados se 


| ajustarão perfeita: 
mente, sendo então iguaes Juste Į 


Pirâmides iguaes são as 


- que têm anoulos 
respectivamente iguaes bases, faces e âng 


Igual pir Ami | > . 
dade das h? è Ci es : 
Duas pir amides São Iguae. 


— número de teíraedros iguaes e 
S S 
posição faz-se dividindo a 
; diagonaes Partindo de um 


quando se podem decompôr no mesmo 
emelhantemente dispostos, A deco”, l 


ba - “E 
A A triângulos, por meio de 
SO vértice 


b 
+ 
fr 
pi 


i » € fazendo passar plano? 
a PNM 
as ditas diagonaes. E a igual. 


; a 
o peer iguaes, E cada ias as de quantidades iguaes só pode 4 
= Ctivos, mide é soma: d e 
Es, Os tetraedros resp 
N A igualdade dE 
“pri a 8 pri j 
L Prismas friangulareg . Porqu “mas fica dependendo da dos 
— Posto em e€ tod 3 
AY > €m ta p 0O o 3 
o els, k ntos Prismas triâng Prisma pode ser decom 
Ta ase men ulares do 
R Os doi » Quantos os lados 
e das ditas base 28. Basta 


Para isso traçar as diag” 


T “a: j 
|) aresta latera] para 


ama hs 
Sulares-— Fica des 
efodo 


O prisma triangular a 
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Seja o prisma triangular ABCABC ; 
racemos por B, A' e C'o plano BAC e 
Por B, A, C'o plano BAC’. O prisma dado 
ficará assim decomposto em à tetraedros : 
BABC, C'ABC e BAA'C'. Os dois primet 
tos, BA'B'C e C'ABC, são equivalentes, 
C=A'BC, € 


Por terem bases iguaes, AB É 
prisma 


tambem a mesma altura—a do 
dado, Mas o vértice do tetraedro c E t 
Pode ser o ponto B, o que dá então BAC 4 a BAAC ' 
este é equivalente ao 3º acima 1n 
Por terem a mesma base ACA 
Sramo AA'CC", e a altura comu, ui 
Isto é ; os tres tetraedros referidos o je 
Igualdade dos prismas RE 5 
agulares são iguaes, quando P oani 


-enoStos» 
tetraedros iguaes e semelhantemente iep ferço 
o tetraedro € ° 


fria 


Corolário : fodo 


4 | 

s „zuando Se 

bas são gua ga E 
€ e da mesma altura. VAR prismas Re i iriangulares padai 
Proposição fina” * de prismas i facil : porque 


ero 

Podem decompôr no mesmo ne 
Semelhantemente dispostos» qu 

2 e 

Somas, do mesmo número isma é soma ag “sos: 
Por força iguaes. É cada a | 
AR B; o 

de quantidades iguaes oremas IM 
f ra alguns toea IEAA 
Vejamos ago” e jrâmides. e apirami Té 
á igualdade dos prismas mi | 


Questões sob | 
Teorema * 85 acer 


e paralelas. 


POLIEDROS 


Seja o paralelipípedo ABCDA'B'IC'D' 
= Oposta a BD! As f. 


Ro. aces desse 
RR ado por definição para- 


lelogramos, aS rectas CC e DD! 
| SÃO iguaes e paralelas, o mesmo 
r, succedendo a AA! e BB! Assi 

RES ice - Assim, 
os ângulos CC'A! e DD'B' sã 
“iguaes, sendo i 


| Pectivos planos; 


sendo a face AC 


A 


Paralelos os Fer 


e ; 
„gramos AC! e ED paralelo. 


E 


3 or lad 
iguaes s Por lados 
Fersi poderiam coinaia: 

sf Oincidir, sen- 


H CHG) 


; Fis GO 


O paralelini 
o eli 
Teorema Hi quaesquer. Pipedo Podem-se tomar para 


encontrand, dd ai 
SEA, Ra Paralelas Paralelipipedo 2 Secção plana en- 
um paralel 
k iR: } elogramo. 
E gura anterior, As rect So di E 
fer ame 4 as GE à p Paralelipípedo da 
| no > 
BD; 9 Mesmo aco aante com os pl E 
_ figura EFGH é TAR AS O es Er e Clio, à 
i i as 
e “Teore : Rollo, ES qd ia E Ri 
Paralelipipedo dividens f n 
"se q 


E Seja (0) 


DE 
Provar-se-ia ser HG igual e pa- 
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: s, con- 
Mesmo acontecendo com quaesquer outras diaso sa 
clue S s 2] y 
Sea veracid: la afirmação. | 
: acidade da afirmaç aralelos 


são Teorema : as secções feitas num prisma por planos p 
Poligonos iguaes. 
“Seja o prisma pentagonal, 
* tendo duas secções C e D 

Paralelas, As rectas IH e !H' são 


à nelas, como intersecção de la 
Planos paralelos C e D, inter- g A | 
“SPtados por um 3º, HI": logo O e 
Wadrilátero HIH'T' é paralelogra- A 

ri Hi=H'', Do mesmo modo . 


= 


Talelo aH'G', GF a GF,FEa FPE 
€ Ela Er, Isto é: os 2 poligo- 

nos têm os seus lados respecti- 

vamente iguaes ; e seus ângulos É 
Sendo tambem iguaes 2 a 2, por 
E os lados paralelos, segu | 
i zes rectas de um prisma são pa so 
i ela å hasê de um prisma 


secção paral 


P 
a 
Q 
a) 
E 
o 
o 
a 
t 


1º corolário : as sec 
€ iguaes. 
2° corolario : foda à 


é; e | 
igual a essa base. rectos de bases ig A: 
: ismas 
¿ dois prism 


Teorema “Bea 
dino es Pos mesma base D e: q 
ny dO, feudos, p', tendo a  idirão; PO 
: cura Ras Meo ses CORGI SH femi y 
Sejam dois prism «pa P', as ba erpen: | 


o 
Mesma altura h. Adapta? 


e 
+ o ta 
Serem iguaes ; as arestas E mesmo p? | 
; i ás 
diculares iguaes traçad 1 tamente, | 


É i n 
Prismas se ajustando €9 p l 


POLIEDROS 
ular recto é metade do parale 

pas sina allira. : 
Sar por elas s diago allura; porque tiran o 
gonaes paralelas e fazen q 


, ter-s Aq 
e-ão 2 pri À 
2 prismas triangulares da 


Sário : | Ee Portanto iguaes. 
arga 2il, adição por duas arestas opostas de 
Posto em ` UM prisma E: 2 prismas triangulares iguaé» 
em prismas Pd base qualquer pode sem 
lí : rectos da mesma alturê: 
AAE valente a um prisma recto; 
por altura a aresta later dh 


ABCDABICID! e LMNP É 


ABCD qa ABCD 


ir. D 


..— = 


7 

an 

M 
(o) 
Saia 

i cer 
, 

4 


i OM efeito : 
prisme O: 
ad Ps São igua arestas d 
planos liquo, por E ra 
RR pa r tas E S e tambem 
MBB O Bualdade ABB go pa 

e, Conseguinteme A E 
n 


IŞuaes ás do 
Subtr aralelas | entre 
te “te co dindo de cada 
+ NC A, Mü m BM' ET 
1 
! p 


POLIEDROS so 
Ass = 
Ecções 
Sr a E £ 
que são do ectas são iguaes, como secções paralelas 
Fazendo a coin- 


mesm a A 
E no plano (pag. anterior). 
& tr o . 
LMNp a vn de modo que os poligonos iguaes 
se ajustem, LA coincidirá com L'A’, caindo 


A 
Em A B 
, e 2e i; É 
foncos mB; C em €-e Drem D': logo OS + 
uaes, CS. T d. 


Cidencia o 


, Que se a q 

3 ajustam perfeitamente, são ig 
“Xercic 
1—p 


Perp 
ends 
diculares á me 
2p sma recta. 
| rovar que se dois pl e 
elos a doj se dois planos são 
es d 
Serão ois outros que se encontram, 
„Paralelas. 
— P 
Maior å rovar que em todo o triedro 
7 e vice-versa. 
am E) 
Issecto Provar que num triedro 
re 
São e 3 se encontram segundo um 
quidistantes das faces. 
J-—— . 
dicul Provar que em todo o trie 
lares ás faces traçados pelas a 


ios interessantes : 
rova 1 Sã 
r que são paralelos uma, recta € un? plano 


E respectivamente 
as intersecções 


a maior face Se opõe 


os tres planos 
cujos pontos 


qualquer 
a recta; 


tr 
am numa mesma recta. 
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“O prisma tr iângular recto é metade do pê 
deste sól; ue e da mes:na altura: porque a 
por elas np Iquas diagonaes paralelas € fazengi 
ase e E Rlano, ter-se-ão 2 prismas triangulares 5 
aS C a.mes i E. 
K corolário E altura, portanto iguaes. 4, t 


igua 5. 


yal osto em 
orema : 


a: 


si 5 a La 

— + “tambem iguaes 2º. 
, EST r ent 
=> Como paralelas + d 
B 7 Ta w 


‘mi 

i qe 
ve! ul 
y 


at. 


* Sidencia dos 2 troncos, de modo qu 


, K p: A a l 
k: T ui. $, g- 
89: 4. 


5 elas 
= e secções paralela q 
As secções rectas são iguaes; como secç 

4 


. ` 7, ndo a coin- 

que são do mesmo plano (pag. anterior). Faze «muaosh 
Po VAN) be Pa 

L'A', caindo | 
logo os. ea 
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LMNP e L'M'N'P' se ajustem, LA coincidirá com 


; Dis; 
A em A, Bem B, € em Coe Dem aes, c: s dudi 
troncos, que se ajustam perfeitamente, são 1g ; | 
Exercicios interessantes * t] 


lano 
ta: e un? piaci 
l1— Provar’ que são paralelos uma rec E: 
Perpendiculares á mesma recta. E 
; s sã 

2—Provar que se dois planos fo 
Paralelos a dois outros que se encontram, 
Serão paralelas. i 
- 8-—Provar que em todo o trie 


as intersecções 


dro 


Maior ângulo e vice-versa. jauen os ESS plan 
4—Provar que num triedro qua Pa cujos pon 

. I t 

bissectores se encontram segundo umê A} 


São equidistantes das faces. triedr 
5—Provar que em apa E arestas O 
diculares ás faces traçados Pé PRE 


tram numa mesma recta. 


o os planos perp sê | 
s opostas, Se enco 


NÇA 
TEORIA DA SEMELHANÇ 


G A 
i cp—=ABXDE ou 

Essa proporção dá CD ados cada U 
wo af termos AB e DE são chan 


+ 


nta € 
Proposição fundame 


em 
S extr 
anci os Seus 

cuja relação das distâncias à 


A: 
= a, 
A a relação dad 


Xistente entre os al de Re | 
“ec tal queime j 
S marcam à extensão: se à linha AB tem RR Pero sia A e 
€ em C' pudess do 
| W Daa Tél to Ser 
ABS à linha CD, 5 metros, a Se um outro pon AC DRE N 
> A | 
CDs 
Proporcionaes a duas outras 
uas primeir 


+ o ; aclin 3 
= Asto é, se se pudesse ter BC 
as É igual á rel 


SO MAIRE 
f proporção à 55" 
aa propí vidos 2i 
) ação das duas últimas SEAC E como em tod como a soma q a 
entre as linhas AB EREDE aS) e se o BC Sc 4 para o enO 
gn i ; S i Méiros termos est 
acontecer com a das linhas EF 
o Proporcionaes 


f { e GH, essas 4 linhas - 
RO ori AES u 


a o O ABA ps ri 
Ea Para o 49, ter-se-ia : '+BC' ou BC BC. PT 
ao a Proporção : A ACtBC_ ACE, B Sady 
ESSE AE ie pe - BC 
PES CDE 


Win g À ea era Ai 

i od EU 

que têm O Jas duas : “os 
as- 


bla OA 
pi Ta es c 
Fracções iguato 


esmo Sa É 
non Ao, Pa ETE 
inador tem que Ser 2 funde € do du ER 
oS de uma pro- CARE ponto C' se s desejadas. MA a 
e ir seron Poy ND Rd A ea eaa a 
` Meios Sejam essas duas Isto é nas condiçõe | de umã Son “seja 
PEC as linhas AB e CD for E ponte olongomento premos dela 
í CD e MLANA Civ ER Sobre o protons os € 5 
Média p PPOrcional AB q 


e DE, 


a E, 


TEORIA DA SEMELHANÇA 


RAAB L 
Seja, na figura anterior, BC 3 


AB AB’ NR 
ae = Š; ter-se-ia a proporção pC = B'C" da qual setira ae 
[9d Ke 
(Arith. Vol. I, pág. 75). | 
AB-BC _ AB'—B'C ACS AC A 

se = BC BC AOC 
Fracções iguaes, com o mesmo numerador, devem E e 
Isto é: BC=-BC) ou o ponto Br 


. Se se tivesse tar 


o mesmo denominador. 


confunde-se com o ponto B. : 
Teorema: se diversas paralelas, interceptados por uma | 
: i 


fransversal, dividem esta em partes iguaes, dividirão do mesmo modo 
qualquer outra transversal. 

Sejam as paralelas AB, CD, 
EF e GH, as quaes interceptam a 
seccante AG em 4 partes iguaes; 
e suponhamos BH uma outra se- 
cante qualquer: queremos pro- 
var que esta última ficou tam- 
bem dividida em 4 partes iguaes. 
Tracemos por A, C, e E rectas 
paralelas á transversal BH Taes 


+ 


rectas são respectivamente iguaes aos segmentos BD, DF | 

e FH, como à A) E 
H, con lados opostos de paralelogramos (pág. 27): bas- 

tara então provar que AK=CL=EM, Os triângulos ACK, | 


EE e EGM são iguaes, por terem um lado igual adjacente 
a ângulos respectivamente iguaes (1º caso, pág. 21): logo 
ARSCL=EM e, portanto, BD=DF=FH, e. s. q a 
Corolário : para 
basta traçar de À uma linh 
O número de p 


7 uma recla AB em partes iguaes, | 
à indefinida AX, tomar sobre esta 
artes iguaes desejado, unir o extremo da, 


a. 


a Psi 


aima d 
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ivisão a B e traçar pelos outros pontos de d 
alelas a esta última. A 

orema : foda a paralela a um dos lados de um | 
di Pra outros dois lados em partes proporcionães. 
H Seja O triângulo ABC e DE 
aralela a BC: queremos provar 


rectas par 


x .....— 


Pp 

que as = SE Suponhamos que Se 

tenha achado: para os segmentos 

AD. e DB uma medida comum, à 5 
pequena recta m, contida 4 vezes 


em AD e 3 vezes em BD. Ter-se-á 


ND TOS š 
então 553" Se pelos pontos 


de divisão traçarmos paralelas a BC, Wana mam o ou no dos Pes 


a recta AC (pág. anterior) será divi- E us 
dida em 7 partes iguaes, 4 em AEed 

AES Ba Pes 
'emEC, obtendo-se a relação Gp ="5": Comparando. 3i 


a igualdade anterior, vem finalmente, c. s. q- GORE | 

1º corolário : cada segmento do lado pode ser. l 
por êle inteiro: basta aplicar convenientemente as pro) 
dades das proporções: (Arith., Vol. H, pás. Ts auto 


AD+DB  AE--CE AB AC R 
BD ~ CE CBD nO 

AD+DB__AEŅEC AB ACHI 
AD TRE AD AE 


2º corolário : os Jados estão entre si como S 
correspondentes. Alternando a proporção - 
| $ 
AB EBD; eae qi ER... 


s e > $ 
4 y pa ra A 

GE 12d MA -~ 

m Loser 


AC 
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E facil ainda ligar à A 6 ás duas relações anteriores, 


A ao lição; & ai DE pode ser traçada acima M 
o da base BC, sem a menor alteração 


do vértice À ou abaix 
stabelecidas. 


nas consequências jå e 
a corolário : duas convergentes interceptadas por qualquer 


número de paralelas, ficam por estas divididas em partes respectiva- 


mente propurcionaes. 
KReciproca : loda a recta que dividir em partes proporcionges 
dois lados de um triângulo, será paralela ao outro lado. 
Seja DE uma recta (fig. anterior) que divida os lados AB E 
AD: AE s 
e AC do triângulo ABC em partes proporcionaes : BD CE 2 


Pelo ponto D traçando uma paralela a BC, ter-se-ia uma 
relação igual ago: E como entre À e C só há um ponto “a 


nessa mesma relação, o da paralela a BC, segue-se ser DE | 
paralela a AC, e, 
X Teorema : a bissectfriz do ângulo interno de um triângulo È 


divide o lado oposto em partes proporcionaes aos outros dois 
lados. 


Seja ABC um triângulo e 

CD a bissectriz do ângulo em C ; 
AD AC 
BD BE 
Tracemos por B a paralela 

BX á bissectriz e prolonguemos 
AC até E. Os ângulos m e n serão 
iguaes, como correspondentes 

(pag. 16); os ângulos m ep se- e 

Jdo-ão tambem, como alternos-internos : 


queremos provar que 


o triângulo BCE é isósceles, por cornada 


TEORIA DA Si 


triângulo ABE a paralela CD a BE dá — 


AD AC Deo 
BD CEM Sia 
Ou, substituindo CE por seu igual BC; | Pg 
AD “AE aaa 
BD BC gt 


neciproca : se uma recta partindo do vértice « 
inferno de um triângulo dividir o lado oposto em partes | 
aos outros dois lados, é porque ela é bissecfriz do di fo 
Teorema: a bissectriz do ângulo externo « 


determina, sobre o prolongamento do lado oposto, um p 
distâncias ás extremidades desse lado são proporcionaes « 


dais lados. RR = 
Seja o triângulo ABC e pt, 
CD a bissectriz do ângulo exter- 
no BCX : queremos provar que 
AD AC 
BD BC 
Traçando BE paralela a 
CD, os ângulos m e n serão 
iguaes, como correspondentes; e m € p, 
internos: logo, n==p, isto é, o triângulo 
sendo portanto CE=BC, Mas no triângul 
BE paralela a CD, tem-se : es 
AD JAC sé ga 
BD CE E 


ou, substituindo CE por seu igual BC: + 


AD AC 
BD. BC 
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AD roca: se na f 
BD = BC Será CD bis gura anterior existir a proporção 
S 
vérti Corolário ectriz do ângulo externo XCD 
Tiice C :* traça l f 
tem- de un R. ndo duas bi $ 
m-se : 2 triângul issectrizes do mesmo 
F &ulo, uma interna e outra externas 
AD' 
REED A, 
BD = AS; AD AC 
Isto é- BD BC “ss JAD 
: Dr BD. 


as distân 
cias do 
ex remos (0) a e 


Como 
as dista 
sfânci 
läs 
o ponto D aos mesmos extremos 
nto 


distá . 
i a a do ponto À e do po 
. Costuma-se dizer quê 


está 
tão entre si 


basta «ri; 
» Pág. ARA a proprieda 6 
á proporção última í 


ângul i 
opori kaes. respectiva- 


Pontos homó se 
S 


© . 
pela respectiva relaça poli 
ção dq Bonos Sio 
€ sem éd guaes 
clhança a nume 
g Srcament 
e 
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melhantes é a 


Relaçã 
o des 
e semelhança de d : 
s e duas fguras si 
1 
das suas 


telaca 
in SãO numérica 
as $ 4 
homólog 
D sas. 
u 


exister e entr E 
ente entre duas qua squer 


a mesma fórmas, 


as figuras s 
s semelhantes têm sempre 


dif 1 

Bos erind 

(o) a nae É 

finição x 5 em grandeza ou extensã 


Dai a acertada 


penas na escala em que 


o 
Cc 
Onstruidas 


suant 
O mai n 

ais a relação da semelhança se 
lhantes Se 


1 
ade 
ta 
ai » tanto mai 
Igualdade - ais as figuras seme 
: essa relação sendo igual á unidade, às Ag 


X Em 
elh 
ante 
S 7 
passam a ser iguaes. 
so particular 


oa relação 


é algébricamente ca 


a teoria; 


teori f 
sda E da igualdade. pois, 
emelhança : é essa mesm 


€ se 
mel - 
D hança igual á unidade. 
as uas 
> Condi- 
' E dois 
u mais 
Sagona 
& 
jam semelhantes : 


quand 


a 
teoria 


Borcionalidado quo eleme a emel! ante 2 forçose que se 


sr 
Para que o poligono psegaa a EEEE 
tenham ASA BAB c= DAR N E AE 
AB B “epa IT NE 
2 pE EnD] D'E 
AB, a respectiva rela 


de semelhança dos 2 


Sã Suras semelhan 
l tes são as que diferem r 
| 


ção de semelhançg 


I oligonos dados- 
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A relação de semelhança déles 2 foi dada pela relação 
entre os lados homólogos A'B' e AB, mas podia ser por B'C' e 
BC, por C'D' e CD, ou por duas outras linhas homólogas 
Quaesquer, co 


mo por exemplo as diagonaes AC e AC 
Semelhança dos triâng 


Triângulos semelhantes são o 
mente iguaes e lados homólog 
gulo ABC for semelhante a A'B 


ulos : 


S que têm ângulos respectiva- 


OS proporcionaes. Se o triân- 


(C! ter-se-á - 
A ABEB- Cc AB AC BC 
B C C e 'BETAC B'C' 
A semelhan 


chamada Jei linear 


* foda a paralela a um dos 
undo friíngule semelhante ao 
Seja o triângulo ABC e DE paralela 
a BC : queremos Provar ser ADE seme- 
lhante a ABC, 


Primeiro. 


Se DE é paralela aBC 
como 


jter-se-4 B=D, 
Correspondentes ; E=C, pela -B 
mesma razão; e A 


feita igualdade 4 : 
a os 2 å 
paralela a BC, te triângulos, 


; Sendo DE 
Fse-á (pag. 98): 
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tas entre 
è aralelas pos 
RR ses CEDE; à Bl Ac BC 
AD AE DE 


jonali- 
oporci 
3 lar e€ pr L 
I $. há perfeita igualdade ER yos, © que prons 
sto é: há pe o do nólogos, 
Rede dos elementos rectilineos hor 
e we 5 e 


| rados. 
v onside um 
lhantes os dois triângulos S os de dois lados de 
Serem semelhante 


smo: 
ir os melos € de do me 
Corolário : q recta que un sendo igual á jek : Há tres 
fiandul «à paralela ao outro fado. +S s triângulos * E. 
Ear TOS ijângulos, com “Ano 
o, um lado € 
tres lados: Mas 


os tr 
Casos distintos de semelhança d 
dentes aos casos já caio 7 
gulos como de triedros € = e 
dois ângulos; no 2º caso, ARE en 
E eea EA ficam em jogo a arrastam 42 
lados, um de cada triângu : SR 
ân KA de cada um, OS quae : ei anés 
i 5 Idade dos terceiros E = e 
DET pr 1º caso de igual a 

, 


“Angulos : = melhantes- 
a dos triang aos são Se 
caso de semelhança 4? P 
« dois tria 
1º caso: 


ylos equiángu 
“A sS 
Sejam os triângulo 


e no 39; o 
ão apenas € 


p 
uaes Se 
ABC e DEP TOS AER 
tenha AD, GDE e 
Façamos a 
e É paralela, F3” ed 
tracemos por “a ulos pr=AGH, 
BC: os Eça n- mos que D =b; 
GH a 10 semelha Je se provar ângulo E 
ABC e AGH sã Í ; fundamenta! € lhançã or -hipótess 
. 7 1 Te s 
tes, em vista r i 1 desejada Eae SS e AG=DEÊ, os 
fr vado < mas F strucçs d 
teremos pro pondi ntes ars por cons 
rees 3 Ec 
como CO GAE. 
de que 
segue-se 


O e 
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2 triângulos DEF e AGH serão iguaes, por terem um lado 
igual adjacente a ângulos respectivamente iguaes (1º caso). 
2° caso : dois triângulos são semelhantes, quando fêm um 
eendido por dois lados Proporcionaes. 
A Sejam os dois triângulos ABC e DEF 
= nos quaes se tenha 


ângulo igual compr 


, da figura anterior, 


se AB AC 
A=D e AB | 
“DEDE 
- Tomemos AG=DE e tra 
— Ficarão formados dois triân 
Ea s gul GH, semelhantes 

pela lei fundamental : bastará então provar a igualdad de 
| DEF e AGH. A paralela GH'a BC dá. Da 


cemos GH paralela a BC. 
os, ABC e A 


e AB AC 
A) t z AG — AH 
i Mas como AG =DE por construcção virá 
ES ÀB AC 
: e DE AH 


i com a que foi dada, Segue-se que , DE' 


i Esi, AC AC 
E AN DF “AH 
x 
o Fracções iguae 
“os atada S, Com q Mesmo Numerad 
DEF e AGH iguaes: logo DF— A or, devem ter 
e são igu * É Os dois triâ é 
tdo adi AET aes, por terem um ângul dois triângulos 
i Iguaes(20 O“gual compr 
m e , Cas mpr e- 
i ds 3 Ecs : dois triângulos ) 
da Os proporcionaes. são semelhantes 


TEORIA DA SEMELHANÇA r 
1 uaes se | 
| DEF, nos q 
Sejam os mesmos triângulos ABC GRE 


tenha : A 
AB AC: BC 
DE DF Ei: 
é tiva. E 

a i , 
AG=DE e façamos passar por G uma P dis lei fundamental. R 
SImados dois triângulos, sen aai CDERMBONSSS ABC | 
asta, então, provar a igualdade de À ne 
Semelhante a AGH, ter-se-á: aaa 
AB AC BE op 
AG AH z 


meira destas a 
ue arrasta y 


ri 
pe G=DE, a P “ 
Mas como, por construcção, A Ta 4 

, "i a as 
três relações é a mesma que a 1º 


é go 
a igualdade de todas elas- Tp; 


BC. BC 
= DF ? .GH EF 
2 is triân 
ou, AH=DF e GH=EF. Isto € ate 
. Por terem os três Jados respec : 
qjhantes * 
Poligonos seme nos semelhantes pode 


> elo) 
Teorema : dois P olg los 
E de triângu 
no mesmo número 


dispostos. 


AE es 
lhantes. De dois ENS 
diagonaes AC e 
triângulós ABC e€ 
semelhantes. 


O SR A, 


TEORIA D 
A SE 
Se P eP’ sãos a 
l emelh 
an 
tes, tem-se : - 
Ee TEORIA DA SEMELHANÇA 
estões 

sobre se , “tri 
melhança de tri 


RPA=A" E 
vz Eb ,B=B' e; , 
É ? SSA D=D' 
ta e), EE: AB BC i 
m Portanto o a e ips sD DE z EAS 
E port 1 OS triângul BC” CD! FEED O 
f sr erem um ângul gulos ABC e A'B'C' DE TES poligonos: 
AE YO 1 (0) i a “4 ; ' : 
y p o naps (2º ca igual, B=B/ Ea são semelhantes, | : Meoróma * 
Ro AED e A'ED' So), o mesmo Bis mpreendido por lados: aralelos ou < dois triângulos que têm lados respe 
A, CD e ACD, o . Resta apenas ontecendo com os triân- Seja perpendiculares, são semelhantes. 
T ue é evi rm m ER DES, Pub) 
É: tres lados Sn É evidente, em Ra aserpelhançao É ectivame ABC e A'B'C' dois triângulos com 08 
Sara É 1 ->a origa 
A oS ; A (3º caso) sta de terem ambos 08 rem el nte paralelos ou perpendiculares. Bastara 
Mee iria - doi APE MS) es Pinea 
Eos Yenea poligonos ` com 3S lados equiângulos (1º caso). Como dois 
Ai  Sejama 3 semelhanfemente s do mesmo número Mentar paralelos ou perpendiculares são iguaes 
i ai RG . Se ni ad e E f PA 7 
q component s duas figuras jå Rios postos, SÃO Neila o (pág. 18), ter-se-ão às seguintes relações : 
* relações; ES são respecti Já consideradas RM 
= ? Ga vamente a . Se os triângulos ne A=A' ou AA = 180 o eo [É 
AB BC antes, ter-se-ão as À B=B ou p+B'==180 E or Ri $ 
ABT E IAC - C=C ou C+ C'=180 Gaa 
B'C!) Arci 7 . 
AG: AA" M i i Es 
“AC «o C A, B&B C=C Mes as as tres últimas relações não poder ] 
vo = AD ? =C > Mo tem E dela : oe J 
ge € AD OD: A : Anpu] po, nem tao pouco duas delas: poros 
pis A ASAS E=C; + Sular respectiva : “indo apenas 28 tres 
te a DE «E , C=C, D=D' fo e A pectiva; ficam existindo pena 
paf i Su A! DEE: D ? a =A 3 B=B' e C=C: c S. g. q 
emà piimindo as À TONES “Me eorema: as medianas de um triã 
c'e relaçõ , AA" Smo A É 
jp os dois Em am comuns k 2 na 2a a partir de cada vértice: 
E Coe somando o VE A eja o triângulo ABC, e BE 
mDepD: s 3 ângulos $ AHas 4 5 
> Vem: _ Stivos medianas dos ângulos ss 
E « Tomemos O meios Ha e OP 


“o 
Bii. m . - 
— Meio G de OC e raros ara 


DF 

Pa e ED. -No triângulo 2º qa 

4 ralela a BC e igual a le jesta recta 

N Pág, 93); DE é tambem 1 aralela à É 

sta linha: | Logo DÊ 
como Ra - 


º ponto O estará í Ejs a 
êle tambem 2 13 Crie 
n t : Mi. K KAN a 
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3 arä- 
Teorema : rectas convergentes inferceptadas por duas p 
lelas, dividem est 


Sejam as 4 convergentes 
em V interceptadas pelas para- 
lelas AD e AD, Os triângulos 
VAB e VAB', VBC é VB'C', 
VCDe VC'D' serão semelhantes 
(lei angular de Tales), e ter-se-á 


Sem trabalho, suprimidas as re- 
lações comuns : 


pm 
| 


>§ À - . r j ra 
| — Reciproca: se duas paralelas, inferceptadas por um núme 
qualquer de transversaes, 


EA vidi m 
dividem estas e ficam por elas divididas e 
partes Proporcionaes, essa 


S fransversaes concorrerão num único ponto. 
Teorema : Os perimetros de dois 


cujos lados 


* BC, CD, DE e EA, AB', BC, 
Se êles são Semelhantes, ter-se-á : 


ESA! 
E como a soma de todos os antece 
Soma de to los os con 


Sequentes, como qualquer antecedente 
Onsequente Arith. : 
vem, chamando p e (Arith., Vol, II, pag. 100) 


, ' 
P OS perimetros dos 2 poligonos : 


dentes está para à 


5 Teorema * poligo 
— São semelhantes, 


A ciones | 
as e ficam por elas divididas em partes proporcio 


ANÇA ` f Es 


H 
TEORIA DA SEMEL 


v æ xá- 
Sejam os dois he 
; dos 
Sonos P e D'. A soma z 
a exa- 
ângulos internos no h 
X4 
Sono P é.2 (6—2) ou 2% te 


E onlo 
Ou 8 rectos, ou 720º; e € 


E : da um 
São todos iguaes, ca 


erno. 
720 E 120º; ota 
deles valerá “6 


culo i 
cada ângulo 
s a 
r = existe 
Ê , se-a a A S dois 
no hexágono P’ dar- o entre êle ; 


= meet idade dos 
o: entã rcionalidad' “a 

valendo tambem 120- amos a prop? de P sendo 

ólogos Os lados = entre uns. 

homo Os I raei Relação 

eos de BS 

s 


mesma coisa, igual- . 
Dada Vej 
saria. 
dade angular neces 
elementos rectílin 
E i, como 
iguaes efitre si, com 
7 re a 
€ outros será semp 


são semelhantes. 


ap 
s raios “a OReem R i 
entre si como seu poa 
Traçando em 


seria fácil pr 


uto 
inscrito O prod 


a i JAtero in ' 
lados opostos uađdrilate - 


tai LA Ea SR 
Je 
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E 


; Ta arecta AE, de modo 

; po BAE seja igual a CAD, o 
x An E guos CAD e BAE sendo 
ankes, como equiângulos, da- 


E e ou aXd=BE. f 
us e R pnlos ABD e CAE, ta 
; “quiângulos e SEIRAK i 
CARCE 


e 


f E oube=CE.f 


Os daquel 
E ela sob 
a ser ab: Ee 


“uma re: s 
cta for paralela a out 
Ẹ 


rojecção sob 
dO Sobre esta o a, A 
“ae 3: u 
e ndirá ; isto é tra com ela ue 


sta : 


. 


s . 
tc 


todo o. friân 


Oporci golo rect j 
tos ‘onal entre a. Pta Et ao 
enusa 


“ha altura ; m, a projec 


outra é ^ 

a a €a parte desta última, . 
Perpendiculares abaixadas | 

a . = r 2 
Projeção de AB sobre . 


inteira e sua. 
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gulo ABC, ou T, no: A 


Seja o triângulo rectân 
2 catetos; 


“ quala é a hipotenusa; be e OS 
ção de c sobrea; ema 


Os triângulos rectân- 


Projecção de b sobre a. 
como equiângulos . 


gulos T e T' são semelhantes, 
(1º caso) : portanto, 

e , OU cam e 

Os triângulos T e T 

equiângulos (1º caso): portanto; a 


n 
todo o triângulo rectângulo a 
média proporcional entre os dois segmentos que ela determin s 
"a hipotenusa., Efectivamente : se T é semelhantea T © 
bem a T", estes dois últimos triângulos serāo semel 1 


entre si, o que dará 


1º corolário: em 


ETA PR E TREND 
NR et corolario je fodgag triângulo rectângulo 
de um lado é igual á hipotenusa, multiplicada pela sua 


sobre ela. Isto Era 


moh ou h==mn, c sq do. 


igualdades que se tira 


dentemente, 
3º cor olar 


io : em todo o friáns 


ordenadamen 


o 
à 


ap? He’. 


3 somando 7 
yem : 


yan; à (mpn He ça 


pzc mam 
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- Desta última i 
y tima icualdad . 
é igual ao > ade se infere : o 
u quadrado da hipotenusa menos o io K de um lado 
o do outro lado: 


b?—a?— 2 
a c“, ou c'=a—b? 


4º coroláã 
olário : 
dos z os: em todo Sa 
catetos estã; o triângul A 
ão entre si o rectângulo 
St como as respectivas E E queria 
cções sobre à 


hipote. 
nusa. Bast el jo 
a : 
REC. dividir ordenadamente as 
am : expressões 


i 2 
b a bz 
° c? das: —n 
am c? DPA. 


Teorema: n 

à z num tri 

a um ângulo agudo é i e o qualquer o quadrado do lad f 
g o oposto 


“lados, me à so 
» menos o di ma dos 
sobre êle. obro producto de um E PUN dos outros dois 
pela projecção do outro 


Seja o ângulo a 


anteri E gudo B iA 
erior. | Consideran do triângulo BAC, figura 
EnS 


do o triá 
riâno n 
b?—=h? + 2 
n 
Mas como n=a—m i 
, m : 


nê—(a— 
(a m)?; n?—a?— 2am} g 
me. 


x a € i 
1 : 
, 7 (6) est 


, 


22r 5 
b ==a2 | c2 2am 
© s q d: 


ngulo „Ou obtu- 


na 


o 
] 
PAM) 


O O triá r 
e triângulo acutá 
Ca seria a m sm 
a 


T cando- 
do-lhe a altura h e prolongan- 
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dois la 
z dos, mais o dob = 
i ufro sobre êle. ro do producto de um del 


Seja o triângulo ABC: “Tras. 


r do b z 
E. até D, ter-se-á no triângulo., 
ctângulo “CBD : 


a2=—h2-+-m? 
Mas m=b+n, m=(b+n} ; 


Logo, 
a2=h2-+b2-+n2-+2bn 


Sendo hºi-n2-e, poricausa do t 
`- ABD, vem: 


superior á soma dos quadr 


qeorema ; e 
dois lados é igual ao dobro do quadrado da 
“mais o dobro do q 

Seja o triân 
a do lado e. 


median 
No triân 


a altura h. 
D, tem-se : 
em , ; pam? Hdt 2a 
CB, agudo em 


gulo ADC, obtuso 


- 


ades : 


e 


edesa-toecanes 


riângulo rectângulo. 


m todo o triangulo a som 
mediana do 3 


sse mesmo lado. 
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>s pela projecção do 


Es. 77 


m2=b?+2bn Hn? 


a2—b?2-+c24-2bn 
al cosa! de 
gorolário geral: um triângulo é acutângulo. rectângolo 
ou obtusângulo. conforme O quadrado do maior lado “for inferior 
ados dos outros dois lados: pi 


a dos quadrados dell 
e Jadon 


D: e E i 
Tig k Athi wa 


Fags 4 dg já - 


M 
W 
É 
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_ Corolário : em todo o triângulo o quadrado de uma mediana: 
i 


ual é semi:soma dos quadrados dos dois lados adjacentes, menos 
uadrado da metade do 3º lado. 


= Da igualdade anterior, tirando o valor de d? 


vem: 
Ro. 21b2 2162 c X 
; à 2d’—a? 4 b2- om? ; de= 2 —m?; p= EE: 


DA sol G 
porque o 


Res, Teorema : em fodo o triangulo o producto de dois lados é 


_ igual ao producto do diâmetro da circunferência circunscrita pela altura 
Telativa ao outro lado. 


e 

Traçando a circun- 
toS três vértices, o dià- 
letro BE e à corda EC, os triân- 
gulos rectângulos ABD e BCE serão 
Se melhantes, Por equiângulos. Por- 


“+ 


AR 
- ferência pelos 


A i . E REA $ 
dos, todos infinitamente p 
do mesmo número. de la 


Equenos,. 
dos são se 


{ R « j 
PM PeT x 


ou, alternando a proporção, 


Í. ) 
Quantidade constante, chamada P por um 


* quer da circunfer 


“tiva altura- 


E poligonos regu- 
mpre semelhantes E 


ar psd é dy ‘DEINES to: 
F soda 
j J 
K TEORIA DA SEMELHANÇA Ar 
entos 
| + imentos . 
i C' os comprime TF: 
Eseg E 4 chamando € e 4i 
e p= ter-se-á, cha fi 
“a r i 7 X 
das duas circunferências : 
o i c r. Ce a 
Tr == 7" ou C! 2f l 7 
$ y 


Œ 


— 
nm cmo 


9r 2r' 


c' gre 


-r 


` 


ircunferência € 
Isto é: a relação entre a circun 


Amero. 
` Jar ao diã ; y seg 
x ri endicu: ` ire os 
Teorema: a ne e édia proporcional en no 
ência, € y 
diâmetro- 


9 re o 
ela determina sob ndicular ao 


Seja AD perpe e 
aoo (BG) Tracemos/ AB E 7 
diâmetr alo BAC será rectân- . 

a réspec-. 


gulo em À, portanto © g 


a Pe as + ou dmn 
k Ro d t r a o) + 


dos dois segmentos de uma é igual ao producto dos dois segm 
ouíra. 

Sejam AB e CD duas cordas 
que se encontrem. Liguemos os 
pontos À eC, Be D. Os dois 
triângulos AOC e DOB são seme- 
lhantes, como equiângulos (1º x 
caso). Então 


OA OC. 
OD OB'U 


OA.OB=0C.OD 


esq d: 


CD se enco 


ER í . 
eciproca : quando duas rectas AB e 


em O segundo a relação OA.OB =0C.OD. os quatro pontos 
C e D pertencem á mesma circun- ô 
ferência. 


Teorema: quando duas se- 
cantes se encontram, o producto de 
uma por sua parte externa é igual ao 
producto da outra por sua parte 
externa. 

Sejam as duas secantes OA 
e OD. Tracemos as cordas AC 
e BD. Os triângulos AOC e DOB 
são semelhantes, como equiân- 
gulos. Então 


u OA.OB=0C.OD 


mo pon 
S suas 


Corolávrio : 
duas secantes que partem do mes 
da circanferência estão entre si, como inversamente à 


externas. E’ o que mostra a proporção anterior. 


É å 
entos da 


ntram 


Ra 
OE 
“arle | 


rt EE 
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partem do mesmo 


Teorema : se uma tangente e uma secante 
fe inteira € sua 


ponfo, a tangente é média proporcional entre a secan 


parte externa. 
Seja a secante OD e a tangente O 
s CE e DE, ficam forma 


E figura anteriores 


Traçando as corda dos os triângulos | 


ODE e OCE, semelhantes como equiângulos. Então, 
oF =Se" ou OD.0C=0 E MRES 


OE 
csq d: ho 
enfe e uma secante parte em do 


Corolário : quando uma tang 
| ao producto da 


mesmo ponto exterior, o quadrado da tangente é igua 
última igual 
i vá 


secante por sua parte externa. E' o que mostra a u 


dade acima escrita. 
Teorema : dividir um 


+ 
s 
Isto é: dividir uma linha em duas partes. + 
seja média proporcional entre a linha inteira e 2 parte menor. a 


Seja AB a recta. Levante-se em B a perpen- 
dicular BD, igual a o meio de AB. Com centro ; 
em De com raio igual a BD descreva-Se > 
uma semi-circunferência. Liguem-se 
os ontos De E. Do ponto A - 
centro; com raio 


a AS trace-se 


a recta em média” e extrema razão. 


de modo que à maior deles 


ES 


A 


a 


TES Ve rs T= 
at 1 EIS SA an 


pr aerea Ta 
== 
= 
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z o: EORIA DA SEMELH " f 
ões (Arita Bar e or equiângulos (1º caso 
p 
ECB são semelhantes, r q i l ( ? )- 


Ou, apli 
aplicando uma propriedade das proporç 


Vol. II, pág. 74). 
AE-AB AB-AC o — Então 
AB... ACO Cad 
AB AC' AB” AF? 7 ou En AE ! i Mas d.EF—mn, como cordas que Sẹ interceptam. Logo, 
Nota interessante : a média razão AF cade se ante 7 E Ao l e $ 
T cs q: | 
| bhissectriz de ângulo interno. de a 


CGorolário : o quadrado da 
ulo, menos O pro. 


analitic. 
amente, em funcção da recta AB. 
dos lados do äng: 


Vejamos i ISSO. 
Seja AB= Ro 
ae A 1 
fisu F ou AC=x, Segundo a construcção da k a friângulo é igual ao. produto 
gura, BD=CD=-+ Po iai jo ABD BR E cio dos segmentos do lado oposto. Porque à igualdade : anterior — o 
à gulo rectângulo S vê dá: 2 
AD'=AB? 2 I, E FAN E e 
AA RENe AB -+DB? ou + i E | | de 
5) Sak «+ ay sal, p= | 
( a a 2 3 4 des À R | Problemas sobre figuras semelhantes * z 
PA EEN A 2 é, x 
z) T (3v3) ; Ka Eys a ( vam "e nº Problema: achar a média proporcional entre duas: reofhso 4 
; x= Re 
Ordinariam a 2 dadas. Í X DD 
resultado final, ente se toma o ge positivo, sendo a! Sejam m € n as rectas da- 
al, depois de extraída a r | das. Sobreuma recta AX tomem- 
Teore x=0.618 Ai se as distâncias BD=m e DC=n 
ao quadrado S * o producto de 2 Va deiium triângulo é + sobre BC, como diâmetro, S~ 
“dos segm issectriz do ângul onstrua-se uma circunferência: 
entos d o por éles formado, mais 2. c à j 
as O lado oposto. A perpendicuel ao diâmetro, 
ja o triângulo ABC, BF—d AD, será à média. proporcional 
a ai ga. Porque à per endicular a 
pedida. Menidia proporcional entre os segmentos po 


a bissectriz deB e m e 
n Os seg- 
ante à P, so 


e G - 
z . es 


poligono asi 


crevamo i 
S a circunferência cir 
e cuns- 
guemos BF até 
até E e tr 
a- 


cemos a corda CÊ, Os triângul 
ulos 


ad o E qn po o ; -0 Qa > dia 
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o 


<  Decompo- 

* Uha-se em triân- 
“ gulos o poligo- ? 

no dado. Cons- 

trua-se sobre a! 

EO triângulo T, 

semelhante a T, 


reproduzindo em 


L A 
Rios ângulos Be C, Sobre A'C' orstriase adslogamda 


| 9 triângulo Ti semelhante a T,. Finalmente sobre A'D' cons- 
En truCção análoga: To, semelhante a T<, Os 2 polígonos serão 
4 semelhantes, porque compostos do mesmo numero de triân- 
gulos semelhantes e semelhantemente dispostos. 


r 3° pro Sedi i 
Problema : dividir uma recta AB em partes Por 
anaes a fres rectas dadas. 


A partir de A tr aaa 


recta indefinida AX 
AC=m, 


Tan B! 


-n a M 


-se a 
e€ tome-se 
| CD=n e DE=p: Una- 
Se O ponto B ao ponto E e 
; E 

porD ec tracem-se rectas A 


paralelas a BE. a semelhan ca Fra X 


“desejada. 
4º problema : 
quarta Proporcion 
dades, m, n e p. 

Trace-se u E 

m 

os ângulo agu- 
o + Sôbre o lado OX to 
mem-se as distâncias OA==m 
e OB=n; é sôbre o outro 


al a 3 RAE 


lado, a distância OD=-p; una-se o po 
, 
À trace-se uma paralela a BD: OA 


desejada, em vista da semelhança 


3* problema : por um ponto 
traçar uma recta que seja por ele 


Ondes a uma relação dada. 


Seja t a relação dada. Tra- 


s 
ce-se OB paralela a um dos aa 
â ivi em 

do ângulo ; divida-se AB AA 
partes iguaes ; tome-Se BD E ; 
a 5 dessas partes : DOC s 
recta pedida. 

Quatro proble 

aº problema z; Ca 
dos lados. 

Seja O triângulo 


Jados designaremos p ra 
i sendo ha altura BD. 


“o perímetro 2p, será facil ver 
(2) > 


ABC cujos 


dividida em 


mas interessan 


leular a altura de um 


ora, b C-C 


17 
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nto B ao ponto D e por 

será a quarta propordo 
[4 

dos triângulos OAA'e OBD. 


O no interior de um ângulo A 
duas partes proporcr 


A g2 


Fiy 
Les: 


; triângulo, em Juncção 


....-...—= 


' } (1) 
que És gd 
—a(p-o) - D 
abre RiN E 50400 apb me SAY | 
e i p —92b ou abr A os Race p 


RR 


abm bee ;m 
2b 


Es EE ias 4a? 
ab E E 


% = dat rr 9 
TOON : es Sbeis 
eea 2 
ENE S 
ad si MA e a 
be) (ap 
a) (crn=b) (e ab) 


f dias 
endo És igualdades (1), (2), (3) e (4): 


— tp(p=0) (p=) EO) 
bz 


mula da altii Se = = (p—c) 
a 
p lador, Para ó a a, a fórmula séria: 


esma, 
y , apenas diferindo « o 1º i 
actor, o) 


= ; para O lado & 


jo 
E “factos seria + , 


“ dois lados é igual ao dobro do quadrado, da me d 
S liana, 1 


k . triâng 


dos lados. 

Seja o triângulo ABC, cujos 
lados representaremos por 2, b 
ec, sendo h a aua CD exa 

mediana Telmo : A ; 
Com ETS. 
o em todo o triângulo a soma idos quadrados 


asp ae+ 2 Es qe eu 
” F e 2 z 
} 2 


ppa F 


207+ 2b?—4x? Hc? ; y 

2 (PH?) - — e4? 
t Se Ca E x= eF l 
REE (a wbare » 
3°’ problema : < calcular a. bissectriz de um a Ê 


ulo, em função “dos lados. . 
ângulo ABC figura Ton 


Seja o triâ 
naremos por à PE A sendo CF== a Ra 
ectriz de um ângulo de 


dois lados que o for: 


sduto dos 
inados : sobre: o terc 


entos determi 


producto dos segm 
virá, chamando m € e nos dois segmentos: 5 
xtab— mn 
Mas sendo a bisect 
acordo com O tatuido à pag: 
š S 
reee 
b 
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Daí se tira: 
min m~ mtn n EmA po E aan 
bebo carbrca A adb o b” atb a 
be 
mM "2... (2 
Eortanto, e“; ques 
EMAC 
nh (3) 
— E, levando os valores (2) e (3) na igualdade (1): 
2 tra 
x2— b pn des au nb = 
o Ur 
ab((a tb?) ab(a+b+c) (a+b—c) — 
Ciao TE (a+b)? Aa 
ad 2.p2(p—c) —4abp (p—c) 
Carb? -= (a+b ?’ 


porque a+b+c=2p e a+b—c=2(p—c), como se viu å pág. 17. 
Estraíndo a raiz, vem : 


RE Aid a 
“= Fb V abp(p—c) 


4" problema : 


calcular o raio da circunferência circuns- 
crita a um triângulo, em funcção dos lados. 


Seja o triângulo ABC, fig. da pág 115, cujos lados desi- 
OE DOS POr a, b e c, sendo a altura AD=h. 

Como em todo o triângulo o produto de dois lados é 
igual ao produto do diâmetro da circunferência circunscrita 


= pela altura relativa ao terceiro lado, pág. 110, ter-se-á, cha- 


* mando ro raio da circunferência : 


be=2 h; RE De x 
- 2h 
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Mas h em função dos lados, conforme ao estabelecido | 
na pág. 119, é: 
| Dr a So rt, 
h=V p (p—a) (p—b) (p—c)- 


Portanto, levando êste valor de h na igualdade anterior: . 


Ma 


i— Achar a 42 proporcional ás linhas que têm de 


Exercicios interessantes : 


comprimento 9,1 ; 6,5 e 13,9. 
9 Achar a média proporci 


extensão 3,9 e 35,1. 
9 — Achar a ter 


K ;4 e 0,3. ; ol 
vi PRP e ABC, AB=12, AC=14 e BC=15: achar | 
— > 


C, feitos pela bissectriz do ângulo A. 4 


base de um triângulo é T !/, metros, sendo a altura | 
DE . sendo a base do triângulo semelhante” | 
igual a 5 1, metros : 


' loga. 
: 5 t| metros, determinar-lhe a altura homólogs [e 

iguala O |2 duas alturas de um triângulo são inver- | 

u 3l pr 
6—Provar que 2 entes. na 
roporcionaes às bases correspond AEA L 
samente P que dois triângulos isósceles, com angulos | ) 
—Provar qu Ei s 
f aes, São semelhantes- 


onal ás linhas que têm de - 


ça proporcional ás linhas de compri- 


os de B 
os segment 


de um triângulo tem || 


do vértice 18! aralela á base 
iana. arona AA 
ejo sobre à med to de encontro das diagonaes | i 
seu que o pon é jonaes ás | 


partes proporce 


as sôbre a 


nte inclin ad 


i 'qualme 
ar que rectas te A 
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91-—Examinar se concorrem num ponto as rectas quo 
os pontos de contacto de um círculo, inscrito num 
aos respectivos vértices opostos. 


bissectriz de um ângulo, determinam triângulos semelhantes 
entre si. j 
11—Demonstrar que são semelhantes os rectângulos 
circunscritos a um mesmo quadrilátero cujas diagonaes se 
enterceptam em ângulo recto. 
12—Provar que dois polígonos. semelhantes, de qual- 
“quer modo que estejam colocados no plano, têm um centro 
de semelhança. 
1ô-—Demonstrar que num triângulo duas alturas quaes- 
* quer são inversamente proporcionaes ás bases respectivas. 
| 14— Provar que dois lados quaesquer de um triângulo 
i estão entre si como as projecções de um sôbre outro. 
(i 15— Mostrar que num triângulo a diferença dos qua- 
drados de dois lados é igual á diferença dos quadrados das 
— projecções dos mesmos sôbre o terceiro lado. 
r 16— Verificar se a soma dos quadrados das três medi- 
cmas é igual, aos três quartos da soma dos quadrados dos 
+ três lados. 
1i-—Obter a seguinte relação de Euler 
GR (R— 2r) 
na aa Hai d é a distância entre o centro do círculo inscrito e O 
no. “do círculo circunscrito, sendo Re r os respectivos raios. 
i | 18— Examinar se, num paralelogramo, as distâncias de 
um ponto qualquer da diagonal aos dois lados adjacentes, 


ae inversamente proporcionaes a esses lados. 
j 19— Ver se a soma das di 


gual ao dobro da soma dos 
as meios dos lados opostos. 


unem 


triângulo, 
992-Examinar se as diagonaes de um pontágono | 


regular se dividem mútuamente em média e extrema razão. | 
93—Provar que quando uma corda corta o diâmetro 
num ângulo de 45º, é constante a soma dos quadrados _ dos 


segmentos da dita corda. 7 


agonaes de um quadrilátero é 
quadrados das linhas que unem 


“A A que as bissectrizes dos ângulos externos 
triângulo encontram os lados opostos em tres pontos 
va na mesma linha recta. 


$ -~ Teoria da semelhança 
i IA 


a CASO REVERSO 
q — Noções fundamentaes : 


e Poliedros semelhantes 
Fr y 2 . [O 

| iguaes e faces homólogas respectivamente semelhantes. Ist É 
| é: entre os políedros semelhantes, como em o caso plano, há 


t perfeita igualdade angular e tambem a. indispensavel propor- 
E 
Are 


p ionalidade dos elementos rectilíneos homólogos. 
o Semelhança dos tetraedros : 

am Proposição fundamental 2 
. base de uma pirâmide, determina uma 2a 
* Seja Puma pirâmide e AC! 
Secção paralela á base: queremos 
Provar que VABCD e V'A'B/CID! são 
Semelhantes. 


pirâmide semelhante á 1º 
uma g: 


| As faces lateraes são 
“todas elas triângulos semelhantes, 
“em vista da lei fundamental respe-  &---- e 

ttiva (pág. 98), O ângulo sólido em TAS 
V é comum ás duas ; o triedro em A 
€ o triedro em A'são iguaes (3º 


| das faces respectivamente iguae 
gonos semelhantes, 


A o 0) 
sita uma face; 2º caso, duas faces; 3% cas 


~ A . os 
são os que têm ângulos poliedr 


todo o plano paralelo 8 


A os 
* Caso), por terem os ângul 


fa 
S, como pertencêntes a pol 
O mesmo dir-se.ja com os outros ângulos 
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ro PR mi sea : supondo as arestas prolongadas além do 


értice, o teorema ainda será verdadeiro, sendo os elementos 
vértice DA k ; 
d Res pirâmides syméíricos relativamente ao vértice. 
as j 
Ha três casos de semelhança dos tetraedros, correspon 


A . - A 
io de ja analisados . caso, 

es casos d 1 ualda 1 

dentes aos tr [e É o 


ando fêm uma 
- . so semelhantes, qu 
1º caso : dois tetraedros são 


tivamente iguaes e seme- 
face semelhante. adjacente a diedros respectiv 5 


lhantemente dispostos. j 
Sejam os dois tetraedros 
T e T', nos quaes se tenham 
semelhantes as faces AYCI e 
A'V'C' e iguaes os diedros ai ps 
centes VA e V'A! VC PNO 
t -ACe AIG! Tomando V'A P ir pé 
' e traçando por ms) Ea As 
| A Fes semelhant 
ed 


A 
ovarmos ser € 


z 
ea T, pela lei fundamental; 
í z 

teremos demonstrado a 


i 


Je igual a T, 


e se PIO Sabémos por hipótese ges rd i 2 
proposição: PAM 
VAN S AN. 
j 
ade, 
"dO, "Cr by 
e; por constEs A! ye a k 
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. A . 2 1 - , 
iguaes por hipótese, e os de T'e T" por construcção, segue-se 
que os de T e T" selohão tambem : logo os dois tetraedros 


n = A . . 
T e T serão iguaes, por terem uma face igual adjacente a 
diedros respectivamente iguaes, 


DO que . > a A p 
=? caso : dois fefraedros são sémelhantes, quando têm duas 


faces semelhantes e semelhantemente dispostas e igual o diedro por 
elas formado. 


Sejam os dois tetraedros T e T’, figura anterior, nos 
quaes se tenham semelhantes as faces VAC e V'A'C!, VAB e 
V'A'B' e iguaes os diedros VA e V'A’ por elas formados. To- 
memos V'A" igual a VA e façamos passar por A" um plano 
paralelo á base de T': o tetraedro assim formado, T”, será 
semelhante a T’, pela lei fundamental; se êle for iguala T, 
estará demonstrada a proposição. Os triângulos VAC e 
V'A" C", semelhantes a V'A'C', serão semelhantes:entre si: € 
como V'A'=VA, êles dois serão i 


triângulos VAB e V'A'B!. guaes. Análogamente os 


E PRA A 
Então T e T" serão iguaes, por terem 


duas faces iguaes e igual o diedro por elas formado, c: s: q d. 
o : j. 
3 cpap : dois tetraedros são semelhantes, quando têm três 
faces semerhantes e semelhantemente dispostas. 


Sejam os dois tetraedros T e T', tendo semelhantes as 
faces AVB e AV'B, BVC e B'V'C', AVC e A'V'C' Em T' tome- 
mos VA!="VA e passemos por A” um plano paralelo á base : 


ficarão formados dois tetraedros T' e T", semelhantes pela lei, 
fundamental, Resta provar a igualdade de T e T". SeT'eT' 


“são semelhantes, ter-se-á : 


VIA! VB vo 
VAT VB VC 
IAY 7 
Mas como V'A NA Por construcção e, por hipótese, 
Va ve vicio 
VAT VB VC, 


decompostas 
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segue-se que V'B'=VBe VC'=VC, isto é, T e T” são iguaes, 
por terem três faces respectivamente iguaes. 


— Semelhança das pirâmides : A semelhança das 
pirâmides depende da dos tetraedros. 


Proposicão : duas pirâmides são semelhantes, quando podem 
ser decompostas no mesmo número de letraedros semelhantes e seme- 
lhantemente dispostos. 


Sejam as pirá- 
midesPe P' ambas 
em 
três tetraedros se- 
melhantes e seme- 
dis- 
postos, todos com 


lhantemente 


ovérticeem Ve V! 
e com as bases Te | 
To Tie Tate Ts. 
Se estes tetraedros 


$ 7 Sya ALS 
o semelhantes, ji De 
sa EE tre Glesia igualdade Angular e tambem a proporci 
ter-Se- tr 


wtilíneos homólogos: e como os 
lidade dos elementos rectilíneos ho! g ; 3 
Aer ão por sua soma OS ângulos das duas pirá- 
pa K a proporcionalidade dos elementos, ii L. 
do a mer a si e faces respectivas 
as têm ângulos iguaes o pe va “en 
são semelhantes, <- s. q. a: e 
> i CA 1 i o 
elhantes podem ser dia jl i 
e mento — 
pmecipro de tetra dros semelhantes € semelhante IN 4 
: o de e Pe 
A semelhança dos pris- ig 
> e como tg 


ângulos da 
mides, sen 


gaa melhança 40° 
dendo da 


mas fica depen 


êstes podem ser 
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fica a semelhança dos prismas dependendo tambem da dos 
tetraedros. 
Prisma triamgular: dois prismas triângulares são seme- 


Exercicios interessantes : 


1—Construir um rectângulo que tenha para dimensões 
as raizes da equação x? — 12x+-532==o, 


fhantes, quando se podem decompôr em três tefraedros semelhantes € 
semelhantemente dispostos. ET a A 

Sejam dois prismas P e P' decompostos âmbos em 3 
tetraedros semelhantes, segundo a lei estabelecida á pág- 84. 
Se os tetraedros componentes|são semelhantes, têm ângulos | 
iguaes e faces respectivamente semelhantes. E como OS 
- ângulos dêles três, por sua soma, dão os ângulos de P e de P', 
sendoa mesma a proporcionalidade dos elementos rectilíneos * 
e homólogos, segue-se haver entre os dois prismas dados 
- rigorosa igualdade angular e tambem a indispensavel propor- 
cionalidade dos elementos rectilineos homólogos : logo, são 
semelhantes êles dois, c. s q d 

Reciproc 


2—Descrever uma circunferência que passe por dois . 
pontos À e B, sendo tangente á recta CD “Ja 


g + 

. . O R 
3—Descrever uma circunferência que passe por dos ; 
pontos À eB, sendo tangente a circunferência C. Pe- 
4—Achar o raio e o diâmetro de uma circunferênd Pa 
conhecendo a corda AB e a flexa CD. EA $ 


ferências C e C! (Centro de emie a 


das rectas que unea as es 


a + dois prismas triangulares semelhantes podem ser 
Ts JRR 

a As + 74 
e 4 q 


decompostos em três fefraedros semelhantes e semelhantemente dispostos: 
Pris R A Es 

nd mas uacequer : dois prismas são semelhantes, 

papagan Do podem decompôr no mesmo número de prismas triângulares 

~ semelhantes e semelhantemente dispostos. Sejam dois prismas 


-Pep . . 
ep, decompostos ambos em 4 prismas triangulares seme- 


lhantes e semelhantemente dispostos. Se os prismas triangu- 
lares são semelhantes, 


na. 
EA A . - ae 
SM há entre êles rigorosa igualdade 
— angular e tambem a indispensavel proporcionalidade dos 


elementos rectilineos homólogos. E como os ângulos dos 


ao triangulares, por sua soma, dão todos es ângulos. 

E prismas Rel sendo a mesma a proporcionalidade dos 
elementos rectilí ; i 3 
E neos homólogos, segue-se que taes prismas 
são semelhantes, c. s. q. d. Ra RA 


BReciproca : p } 
E a dois prismas semelhantes podem ser decompos” 
-fos no mesmo número de prismas triangulares semel. 


| hantes e semelhan- 
temente dispostos : 
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13—Pr 
pe ovar u ” . 
ângulos a e quando dois triângulos têm dois 
| os lados opostos á PET aaa dolnouiros suplementares 
br os aqueles são i 
} , . ropo 3 
a estes últimos. proporcionaes aos lados opostos 
BRR 
=" FOVar qu 
sendo A se os lados de um paralelogramo 
mag Soi 5 » passam po 4 = $ 
mesma rect ; por 4 pontos fixos d 
| AE eeN s de uma 
j gonaes prolo ' 
ng Rs : 
RR O da. mesma licha gadas passarão por dois 
lô—Pr. 
Ovar que se 6 Ugo É 
o lado obliquo ia t a semi-circunferência descrita sobre 
à rapézio r : 
oposto, cada ponto da inters reta culo interceptar o lado 
segment : ecção dividirá ; i 
S os, cujo iè á esse lado em dois 
TEAR Pando igual ao das bases do trapézio 
. ZIO. 
AB r que a distância de um : : 
ma corda é média ; ponto da circunfe- 
proporcional entre as distâncias 


do mesm 
mesmo ponto ás tan: 
“da dita corda. angentes traçadas pelas extremidad 

S e) idades 


Í7—Pr 

ovar que A a 

7 . recta 

r A A > ent 

iz de um ângulo; determina e inclinadas sobre a 
Sulo, determinam triã 


"18—P 

A 8—Provar que unindo dois a dois Os semelhantes. 
“Um triã a i € 

triângulo, formar-se- ois os traços das alturas 


que foi dado. 


19—p 

ARAD Provar que quando as. di 
E Uzam em à 
ângulo r 
ao mesm = > ecto, os r â b] 

20 O serão semelhantes entre E AENOR panser 

— Provat c o 

ar que doi + 
Is poligonos semelhant locad 

tes, colocados 


de modo 

qualquer n 

um plan A 

semelhança 9, têm gem 

Edo - pre um cent d 
ro de 


ão tres triân: 
s triângulos semelhantes ao 


ao 
gonaes de um quadrilá- 


21—Prov 


ar que du uras ver- 
as alt nu 
1 


samente proporcionaes ás bases co 
rrespond 
entes. 
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sy! 
/ 


r de um triângulo 


DI 1 
da ds Provar que dois lados quaesque 
o outro lado. 


estão entre si, como suas projecções sobre 
23-—Provar que a differença dos ângulos da base de 
um triângulo sendo 90º, a altura do mesmo será média pro- 
porcional entre as distâncias do traço és extremidades da 
base. Dio 
94- Provar que a soma de dois la 


multiplicada pela differença dos mesmos, 
mesmos lados sobre o 3º, 


~ 


dos, num triângulo, 
é igual á soma das 
multiplicada pela 


Projecções dos 

diferença das ditas projecções. 
25—Provar que a diferença 

num triângulo, é igual á diferenç 


ctivas projecções sobre o 3% lado. 
96-—Provar que quando dois triângulos reetân 


semelhantes, o produto das hipotenusas é igual á soma dos . 
produtos dos lados homólogos. 


97—-Provar que num triângulo rectân 
ntre si como as projecções d 


dos quadrados de dois lados, 


à dos quadrados das respe- 


E. 


gulo os cubos dos. 
catetos estão e os segmentos da, 
hipotenusa sobre eles dois. nha 

98 — Provar que em todo 
drados das três medianas é igual aos tres quarto 
dos quadrados dos lados. 

vy— Obter a fórmula de Euler, que dá a distância d do 
r, inscrito, ao centro do circulo R, cir- j- 
de R(R— 20). | 
paralelogramo as distâncias |. 
al aos lados adjacentes sao) 


o triângulo a soma dos qua- 
s da soma 


centro do circulo 
de um triângulo : 
ovar que em todo o 
agon 
aos ditos lados. 


cunscrito, 
3 ( e PA 
E 

l 


qualquer da di 
roporcionaes 


de um ponto 
¡samente p t 
a4 — Obter a relação 
31—Ob “ob 

“ab j 


inve 
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na qual a e b representam as bases de um trapézio e d a 
paralela ás duas, traçada pelo ponto de encontro das duas 
diagonaes. 

92—Provar que a soma dos quadrados das diagonaes 
de um quadrilátero é igual ao dobro da soma dos quadrados 
das linhas que unem os meios dos lados opostos. 

39-—Provar que em todo o quadrilátero a soma dos 
quadrados dos lados é igual á soma dos quadrados das 
diagonaes, mais quatro vezes o quadrado da linha que une O 
meio dos mesmos, 

d4-—Provar que o produto das distâncias de um ponto 
da circunferência a dois lados opostos de um quadrilátero 


l4 


inscrito é igual ao: produto das distâncias desse mesmo 
ponto aos outros dois lados. 


85— Provar que as bissectrizes exteriores dos ângulos 
de um triângulo encontram os lados opostos em três pontos 
situados em linha recta. 

96-—Provar que as rectas que unem os pontos de con- 
tacto do circulo inscrito a um triângulo aos vértices dos 
lados opostos, passam todas três pelo mesmo ponto. 
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